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Biiytk gelecekler, biiytik ge¢miglerin bilgi ve birikimi izerine inga

edilir.

Ttrkiye, thtisamh bir medeniyetin ve zengin bir tarihin meydana
getirmig oldugu buyiik bir birtkimin varisidir. Kokleri bilime,
bilgiye, hikmete ve irfana dayanan bu birikim, tlkemizin gele-
ceginin ingast gayretlerinde de en 6nemli referansimiz olmalidir.
Bu biytk birikimden yararlanmadigimiz takdirde, ge¢gmisimizi
“mizelik bir emtia”ya donistiruriiz, saghkli bir gelecek inga

edemeyiz.

Zira tarih, sadece ge¢miste olup biten degil, ayn1 zamanda bugti-
ne kalan, yarma da aktarilacak olandir. Milletler tarihte yalmzca
gecmiglerini degil, geleceklerini de ararlar. Gegmigiyle barigama-
yan, tarihini yorumlayamayan, ecdadia yabancilagan milletler,

saglikh bir gelecek inga edemezler.

Cagimiza ve gelecege yapacagimiz etki bakimindan, sahip oldu-
gumuz zengin mirast yeniden ve daha giiclii bigcimde harckete
gecirmemiz gerekiyor. Tirkiye Bilimler Akademisi tarafindan
yuritiilen “Tiirk-Islam Bilim ve Kiiltiir Miras: Projesi”ni, iste bu

amaca yonelik bir caliygma olarak degerlendiriyorum.

Proje kapsaminda, sosyal bilimler, Islami ilimler, Turkiyat, sag-
lik ve tabiat bilimleri ve teknik bilimler alanlarinda hazirlanan
eserlerin, bilim ve kiltir hayatimiza kazandirilmasin takdirle

kargiliyorum.

Bu vesileyle, eserlerin miielliflerini rahmet ve siikranla yad ediyor,
projenin hayata gecirilmesinde gorev alan bilim adamlarimiz ile

TUBA mensuplarim kutluyorum.

Recep Tayyip Erdogan
T.C. Cumhurbagkam
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Takdim

Surdirtlebilir kalkinma; “giiclii makrockonomik politikalar”
ile “rekabeti odagina alan yapisal reformlarin” bir arada uy-
gulanmast ile miimkiindiir. Rekabette s6z sahibi olabilmek ise;
bilimsel ve teknolojik gelismelerden en iyi sekilde faydalanmak,
bu gelismeleri i¢sellestirmek ve bir sonraki adimi da tasarlamakla
mumkiin oluyor. Bunu basarabilen tlkeler gelismislik konusunda
rakiplerini geride birakiyor ve kiresel ekonomide daha fazla soz

sahibi olmaya baglhyor.

Bilimsel ve teknolojik gelisme “yeni”, “daha 1y1” ve “kesfedilme-
mis” olan1 arama gabasidir. Fakat bu ¢aba, gegmisten asla kopuk
degildir. Ge¢mis mirasin ¢ok daha iyi anlagilmasi, gelecegin daha
saglam ingas1 icin bir zorunluluk olarak karsgimiza cikiyor. Trki-
ye tam da bu noktada, bulundugu cogratya ve sahip oldugu essiz
tarthi ve kilttirel birikimiyle ciddi bir karsilagtirmali iistinlige
sahiptir. Tiirk-Islam medeniyetinin kadim bir ayesi olarak; in-
sanhgin bilimsel, teknik ve kultiirel geligimine ¢ok somut katkilar:

olan bir medeniyetin mirasgisiyiz.

Tiirk-Islim medeniyetine ait eserlerin giin 1ggmna cikarlmass;
yeni kusaklarin gegmigten feyz alarak daha gticlii bir motivasyonla
yola devam etmesine katki saglayacaktir. Bu eserler ayrica, bilim,
Ar-Ge ve yenilikcilik konusundaki politikalarimiz igin de girdi su-
narak, farkli bakig acilarindan faydalanma imkam verecektir. Bu

kapsamda, Sayin Cumhurbaskanimizin himayelerinde, Ttrkiye



Bilimler Akademisi (TUBA) tarafindan yiiriitilen “Tiirk-Islam
Bilim Kiiltiir Miras1 Projesi”ni ¢ok degerli ve benzersiz bir adim
olarak gorityorum. Proje; matematik, astronomi, tarih, cograf-
ya, edebiyat ve felsefe gibi alanlarda saygideger Islam alimleri
tarafindan hazirlanan eserleri bilim dinyasina kazandirmayi

amachyor.

Yiiksek himayeleri i¢in Sayin Cumhurbaskanimiza siikranlarimi-
z1 arz ediyorum. Basta TUBA ¢aliganlart olmak iizere, bu ¢ok
kiymetli proje icin emegi gecen herkesi ictenlikle tebrik ediyo-
rum. Eserlerin yazarlarini rahmet ve hayirla yad ediyor, Projenin
Milletimizin bilimsel ve topyekiin kalkinmasi i¢in yararli olmasini

diliyorum.

Mustafa Varank
T.C. Sanayi ve Teknoloji Bakani



Sunug

Ulkelerin bilimsel ilerlemesi ve yenilikcilik performansi, topyektn
kalkinma ile uluslararasi rekabette tGstunlik saglama bakimimdan
stratejik 6neme sahiptir. Toplumlarin geleceginin giivenle ingast
ve refahin toplumun tiim katmanlarma yayilmas: bilimin, bilimsel
dastince ve yaklagimlarin 6nemsenmesi ve yayginlastirilmasi, genc-
lerin bilim ve aragtirma alanina yonlendirilmesi, bilimsel ¢aliyma ve
bagarilarin tesvik edilmesi ile mimkiindiir. Bu konular, dinyadaki
bilim akademilerinde oldugu gibi milli akademimiz Ttrkiye Bilimler
Akademisi'nin (TUBA) amag ve gorevleri arasinda yer almaktadir.
Belirlenen hedeflere ulagmak igin sahip oldugumuz medeniyet biri-

kimini iyl anlamak zorundayiz.

Millet olarak, 6nemli bir bolimi giin 11gmma cikarilmayr ve de-
gerlendirilmeyi bekleyen zengin bir bilim ve kiltiir mirasina sahip
bulunuyoruz. Bu mirasin daha goriiniir ve yararlanihir kilinmasi, bu-
guinki ve gelecekteki bilimsel performansimiz ve ulusal hedeflerimi-
ze ulasmamiz agisindan buytik 6nem tagimaktadir. Tarihsel birikim
ve mirasin ortaya ¢ikarilmasi ve degerlendirilmesi, diger yararlar
yaninda, bilimsel ilerleme ve yenilik¢i caligmalar igin gerekli cesaret,
6zgliven ve motivasyona yapacagi katki bakimindan da biiytik 6nem

tasimaktadir.

Ulkelerin ckonomik gelismislik ve kalkinma yariginda son iki yiizyil-
dir devam eden goreli konumumuz ile gelecege yonelik yiiksek amag-
larimiz dikkate alindiginda, bireysel ve toplumsal diizeyde saglikh bir
benlik/kimlik ve 6zgiiven insast ile giglii bir ckosistem ve kiiltiirin
olusturulmasma gerek oldugu ve bu konuda her Tirk kurumunun

katk: ve destek saglamasimin ulusal bir gérev oldugu agiktir.



TUBA Tiirk-Islam Bilim Kiiltiir Miras: Projest, iilkemizin milli bi-
limler akademisi olma sorumlulugu ile Kalkinma Bakanligi’nin mali
destegiyle 2014 yilinda baglatlmgtir. Proje kapsamimda Tiirk-Islam
medeniyeti havzasinda, fen, mithendislik, Ttirkiyat, sosyal bilimler,
dini ilimler gibi alanlarda eski-farkli Ttirk lehceleri ile diger dillerde
tretilmig, uzman bilim insanlarimizca secilen 100 eserin, imkan
ve ihtiyaca gore transliterasyonu, tipkibasimi ve/veya terctimesi
yapilarak yayimlanmas: yoluyla bilim ve kiltiir aleminin ve gelecek
kusaklarin istifadesine sunulmasi hedefi dogrultusunda yayinlarimiz

devam etmektedir.

TUBA Tiirk-Islam Bilim Kiiltiir Miras: Projemiz, ¢ok sayida pay-
dagin dogrudan ve dolayli katk: ve desteklerinin eseridir. Projemizin
baglangigtan beri Saym Cumhurbaskanimizca desteklenmesi ve
2018 yili bagindan itibaren resmen Cumhurbaskanhgi himayelerine
alinmig olmasi, Akademimiz agisindan biiytik bir onur ve tesvik
kaynag1 olmustur. Bilime ve projemize verdikleri ¢ok degerli destek
ve yuksek himayeleri i¢in Sayin Cumhurbaskanimiz Recep Tayyip

Erdogan’a kalbi stikranlarimizi arz ediyorum.

Bugiine kiyasla oldukga kisith kosullarda bilimsel mirasimizi olustu-
ran eserleri kaleme alan bilim ve kiltiir tarithimizin kahramanlarim
rahmet ve gitkranla yad ediyorum. Bu eserlerin gogaltilmasi, sak-
lanmas: ve bugiine ulagmasinda rol alan isimsiz kahramanlari da

saygtyla anryorum.

Eserlerin transliterasyonu, tipkibasimi ve/veya terctimest ve tahlilini
yaparak gintimiiziin ve gelecegin okuyucu ve arastirmacilarina ulag-
masini saglayan bilim insanlarimiza miitegekkiriz. Yayina hazirlik ve
basim stirecinde rol alan Akademi tyelerimiz, bilim insanlarimiz
ve calisanlarimiz ile projeye katki saglayan tiim paydaslarimiza da
tesekkiir ediyorum. Ayrica, Tiirk-Islam Bilim Kiiltiir Miras: Proje-
si'nin hayata gecirilmesinde katkilarindan 6tiiric Prof. Dr. Ahmet

Cevat Acar’a minnettariz.

TUBA Tiirk-Islam Bilim Kiiltiir Miras: Projesi kapsaminda yayimla-
nan eserlerin milletimizin bilimsel ilerlemest ve topyektn kalkmmas ile

medeniyet ithyasi/ingast siirect bakimimdan yararh olmasim diliyorum.

Prof. Dr. Muzaffer Seker
TUBA Bagkan
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Onsb’z

Elinizdeki kitabi, Osmanli Devletinin son dénem matematikgi-
lerinden Mehmet Nadir’in (1856-1927) Hesdb-1 Nazari' baghkh
kitabimmin Latin harflerine transliterasyonu olusturmaktadir. Bu
metnin Latin alfabeli Tirkcede ilk defa yayinlanmasinin 6nemini
gostermek maksadiyla, yazardan ve eserin 6zelliklerinden bah-

setmek gerekmektedir.

Mehmet Nadirin yasamiyla ilgili tafsilath bilgi veren Erdal
Inéni’niin® bildirdigine gére, Sakiz’li fakir bir ailenin ¢ocugu
olarak dunyaya gelen Mehmet Nadir Bey, bir sekilde Anadolu’ya
gelerek Bursa ve Istanbul’da egitimini parlak bir 6grenci olarak
tamamlamug ve akabinde Mekteb-1 Bahriye’de ve Dartigsataka’da
matematik hocaligi gorevlerine getirilmigtin Dartssafaka’daki
hocaliginin en ilging tarafi, 6grencileri arasmda Salih Zeki'nin
bulunmasidir. Buradaki 6grencilerin 6grenim diizeyini hic be-
genmemekle birlikte, sirf Salih Zeki'nin gelecek vaat eden parlak
yetenegi onu bu gorevi sirdirmeye ikna etmistir. Hatta yiksek
cebir dersinin sinavinda Salih Zekinin sorulara verdigi cevaplar
kargisinda hayranlik duyarak, notunun cok kit olmasina ragmen

eli farkinda olmadan sonsuz yazmustir.

' Milli Matbaa, Istanbul 1926, 330 sayfa; Ozege, 11, 549.
2 Erdal Indnii, Mehmet Nadir, Bir Egitim ve Bilim Onciisii, Tiibitak Yaymi, Ankara 1997.



1879-1880 yillarmin buyiik kismini yurt diginda gecirmig, doni-
stinde yurt digina izinsiz gittigi igin bir yil hapis cezasiyla karsilag-
mustir. Bundan sonra artik devlet okullarinda veya kurumlarinda
is bulmasi miimkiin olmamus, bu yiizden 6zel okullarda hocalik
yaptiktan sonra, 1884 yilinda Istanbul’da ilk 6zel lise olan Nu-
mune-i Terakki’yt agmustir. Zerciman-1 Hakikat gazetesinde ¢ikan
yazilarindan, onun bu dénemde egitim kuramlari ve yontemleri
uzerine kafa yordugu ve fikirler gelistirdigi anlagilmaktadir. Ay-
rica, Inci Enginiin’iin® aragtirmalarma gére, Shakespearc’den
geviriler yaparak yaymlamis, bu suretle edebiyat alaninda da

oncilik yapmugtir.

Mehmet Nadir’in Numune-i Terakki’deki gorevi 1897 yilina ka-
dar siirmiis, o tarihte Ittihat ve Terakki Cemiyetinin Istanbul’da-
ki dyelerinin hazirladiklart darbe girigiminin aciga ¢ikmasiyla
gorevinden alimmistir. Bu cemiyetin tiyest olmakla beraber, darbe
girisimini baski altinda kalnca ifsa ettigi bilinmektedir. Bagka
okullarda gérev yaptiktan sonra 1903 yilinda Halep Maarif Mii-
diirliigiine atanarak Istanbul’dan uzaklagtimlmisti. Bu gorevi bes
yil stirmiis, 1908’de Ikinci Mesrutiyetin ilaniyla bu sefer Ittihatci-

lar onu Trablusgarp’a siirmuglerdir.

Trablusgarp 1911°de 1talyanlar isgal edince, Mehmet Nadir
Istanbul’a dénmiis, ancak orada kalamamg, Edirne’ye gon-
derilmistir. 1912°de Balkan Savagi sirasinda Edirne Bulgarlar
tarafindan isgal edilince nihai olarak Istanbul’a dénmiistiir.
Ancak Osman Ergin’in ifadesiyle “maiset kapilar1 da kendisine
kapanmistir”. Maddi sikint1 i¢inde gegen bu dénemde bazi 6g-
renci ve arkadaglart kendisine yardimci olmak istemis ve Dartsg-
safaka’da ve Inas Dariilfiinununda matematik hocaligi yapmasim
saglamiglar, nihayet 1919°da Salih Zeki Dariilfiinun’da kurdugu
Sayilar Teorisi Kurstisii'ntin bagina eski hocasini getirmigtir. Ya-

saminin sonuna kadar devam eden bu gdrevinin, onun gergek

3 Inci Enginiin, “Mehmet Nadir'in Shakespeare’den Yaptg Terciimeler”, stanbul

Universitesi Edebiyat Fakiiltesi Tiirk Dili ve Edebiyat Dergisi(19), 81-188.
* Osman Ergin, Tirk Maarif Tarihi, Cilt 3-4, Eser Matbaas, Istanbul, 1977, s. 997-
1013.



yeteneklerine uygun yegane gorev oldugu, tarihgilerin hemfikir

oldugu bir kanaattir.®

Mehmet Nadir, yagadigi doneme kadar tlkemizde yetigmis,
matematigin sayilar teorisi alaminda ¢aliymig neredeyse yegane
matematik¢imizdir. Osmanh Devletinin son zamanlarinda ma-
tematik, genellikle askeri ve balistik alanlarinda uygulanan ko-
nularyla ilgi ¢ekiyordu. Bu ylizden matematik aragtirmalar: ¢o-
gunlukla analiz, geometri ve cebir konulariyla sinirliydi. Mehmet
Nadir’in ise hemen biitiin ¢aliymalarimin bu pratik matematik
konularmin c¢ok uzaginda, kuramsal bir konu olan sayilar teorisi
alaninda olmasi, simdiye kadarki Osmanli bilim anlayisiyla ilgili

degerlendirmelere uymamaktadir.

Vidinli Hiseyin Tevfik Paga, Mehmet Nadir ve Salih Zeki, bildigi-
miz kadariyla, matematik yazilari uluslararasi matematik dergile-
rinde yaymlanan ilk Turk matematikgileridir.®* Mehmet Nadir’in
yazilarmn hepsi, L’Intermédiaire des Mathématiciens adli Fransiz der-
gisinde yaymlanmustir. Diophant denklemlerini ¢ézmeye ¢aligan
bazi matematikciler bu dergi aracihgiyla birbirleriyle haberlesi-
yorlardi. Mehmet Nadir de bu grup arasinda yer almig ve Halep,
Trablus, Istanbul ve Edirne’de bulundugu siralarda buralardan
dergiye yaz1 géndererek grupla iletisimini stirdiirmis ve miisterek
caligmalar yapmistir. Chicago Universitesi matematik profesorle-
rinden Leonard Eugene Dickson, “Sayilar Teorisinin Tarihi” adh
tic ciltlik ansiklopedik eserinin Diophant denklemlerinin yer aldiga

ikinci cildinde Mehmet Nadir’e atifta bulunmustur.”

Fransiz dergisinde ve Dartlfiinun Fen Fakiltesi Mecmuasinda
yaymladigr makalelerinin yam sira, miistakil kitap olarak basil-
mis en onemli eseri, burada transliterasyonu verilmis olan Hesdb-

Nazart'dir. Lise son smf 6grencileri icin yazdigr bu kitabinda

5 Inéni, s. 15.

¢ Thsan Fazhoglu, “Mehmet Nadir”, 7DV Lslam Ansiklopedist, cilt 28, 2003, s. 499-
500; Ekmeleddin Thsanoglu, Ramazan Sesen, Cevat lzgi, Osmanl Matematik
Literatiirii Tariha, 11. Cilt, Istanbul 1999, s. 479-483.

" L.E. Dickson, The History of Theory of Numbers, 11, Chelsea Publishing Company,
New York 1971, s. 544, 659.



Mehmet Nadir, kendi buldugu bir bolinebilme algoritmasi ile
sayllar teorisi alanina 6zgiin katkida bulunmustur. Kitabin dor-
diinci boliimiinde ayrintili olarak anlatilan bu algoritmay: Erdal
Inoénii sadelestirerek yaymlamigsa da, Osmanlica okuyamadigin-
dan kitabin tamamini inceleyememigtir. Bugtine kadar tizerinde
hicbir inceleme yapilmayan bu kitapta Mehmet Nadir Bey, bagka
orjjinal ¢oziimler de vermistir. Meselda Tamam-1 Adedi usuliini
ilk defa bélme iglemine uygulamistir. Ayrica A. Boutin’in I’Inter-
médiaire des Mathématiciens dergisine géndermis oldugu ve yaklagik
10 yal boyunca ¢6ziimsiiz kalan sorusu i¢in yapmis oldugu ¢éztim

de onemlidir.

Lise kitab1 olarak hazirlanan bir ¢aliymanin 6zgiin katkilar icer-
mesi sasirtict olmakla birlikte, Mehmet Nadir’'in kitabm kapa-
ginda yer alan su ifadesi: “Umum liselerin son smiflarinda ilm-i
cebirden sonra tedris olunmak tzere yazilmig ise de salahiyetli
komisyon tarafindan muallim kitab1 olarak kabul olunmugtur”
zamanin yetkililerinin de bizim gibi dustinerek ders kitabini
6gretmen kitabina doniistirdiklerini géstermektedir. Bu eser
Osmanhdaki ger¢ek manada ilk miistakil sayilar teorisi kitabi
olarak kabul edilebilir.

Hesdb-1 Nazart incelendiginde gorulecektir ki Mehmet Nadir ¢a-
ginin tiim sayilar teorisiyle ilgili gelismelerinden haberdar olup,
giiniimiiz modern sayilar teorisi kitaplariyla ayni diizeyde bir

¢alisma kaleme almigtir.

Kendisi vefat ettiginde, yerine atanacak bir sayilar teorisi hocasi
bulunmadigindan, Dartlfinun’daki Sayilar Teorisi Kiirsiisi
kapanmigtir. Eserlerinden Tirk matematik tarthinin miimtaz bir
mensubu oldugu anlagilan Mehmet Nadir Bey’in Hesdb-1 Nazarl
adli sayilar teorisiyle ilgili kitabimin Latin harfleriyle yayimlan-
masl, onun taninmasina ve matematik tarthinde hak ettigi yeri

almasina hizmet edecektir.

Hesdb-1 Nazari’yi Latin harflerine aktarirken su hususlar: dikkate
aldik:

Eser 1926 gibi ge¢ bir tarihte yayimlanmig oldugundan, dili
sadedir. Bu yiizden sadelestirme yapmaya gerek kalmadigr gibi,



transliterasyon kurallarma uyulmakla birlikte, giintimiizde yaygin
olarak kullanilan (malum, mesele gibi) s6zctikler bu bicimleriyle
muhafaza edilmigtir. Latin harflerine aktarirken referans olarak
Ferit Devellioglu’nun Osmanlica Tiirkge Ansiklopedik Lugat i, Sir
James W. Redhouse’un Turkish and English Lexicon’unu® ve Talat
Tuncer’in Matematik Sizligi'nit’ kullandik. Okuyucuya kolaylik
saglamasi maksadiyla, gintimtizde yaygin olarak kullanilmayan
Osmanlica sozciikleri, 6zellikle terimleri/istilahlar kargiliklariyla
birlikte kitabin sonuna ekledigimiz “Sozlik” boélimiinde verdik.
Kitapta kargilagilan kii¢lik yazim ve islem hatalari, belirtilmeden,

transliterasyon metinde duizeltilerek yazilmugtir.

Melek Dosay Gokdogan - Safiye Yilmaz Erten
Haziran 2017

¢ (agn Yaymlan, Istanbul 1978.

? Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Doner Sermaye Isletmesi, Prof. Dr. Nazim

Terzioglu Basim Atolyesi, Istanbul 1995.
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Osmanlhilarda Sayilar Teorisi ve
Mehmet Nadvr’in Hesdb-1 Nazari
Adl Eserinin Konumu'

Sayilar teorisi, modern matematigin alanlarmdan birist olup, konular1 daha
onceleri aritmetik veya cebirin i¢inde yer almaktaydi. Sayilar teorisinin baglan-
gict hemen hemen matematigin baglangici ile ayni olmasina ragmen miistakil
bir konu olarak ortaya ¢ikmast 18. yy’dan itibaren ger¢eklesmistir. Osmanh’da
ise sayilar teorisi 19. ve 20. yy’larda gelisme gosterebilmis modern matematik

dallarindan biri olmustur.

Bati’da; Fermat (1601-1665), Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), Le-
gendre (1752-1833), Gauss (1777-1855), Dirichlet (1805-1859), G.H. Hardy
(1877-1947) ve J.E. Littlewood (1885-1977) sayilar teorisine katki saglamig
onemli isimlerdir. Batr’da ilk mustakil sayilar teorisi kitab1 1789°da Legendre
tarafindan kaleme allmmigtir. Osmanli’da ise adinda sayilar teorisi gecen ilk
kitap Ahmet Stkri’'ntin 1880 tarihli Hesdb-1 Nazari kitabidir. Bati’dan yaklagik
100 yil sonra kaleme alinmig olan bu eser, Osmanli’da daha sonraki sayilar
teorisi ¢aligmalarina 6ncilik etmis olsa da, kitabin kendisinin mistakil bir sa-
yilar teorisi kitabindan ¢ok bir aritmetik kitabi niteliginde oldugunu belirtmek
gerekir.

Bu galiyma i¢in, Osmanh’da sayilar teorisi alaninda kaleme alinan eserleri

0000 OGOGOOS

' Bu béliim, Safiye Yilmaz Erten tarafindan Ankara Universitesi'nde Prof. Dr. Melek Dosay Gokdo-
gan damsmanhgmda hazirlanmig ve 13.11.2017 tarihinde savunulmug olan “Osmanhlarda Sayilar
Teorisi ve Mehmet Nadir” adli doktora tezinden derlenerek yazilmugtir.
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tespit etmek amaciyla, adinda fesdb veya a‘ddd kelimeleri ile birlikte nazari ke-
limesinin gectigi kitaplar taranmugtir. Cebir kitaplarinin i¢inde yer alan sayilar
teorisi konular: incelenmemis, yalnizca mistakil kitap olarak yaymlanmig olan
eserler dikkate alinmustir. Bu sekilde 1880-1926 yillar arasinda yaymlanmig
12 kitap tespit edilmistir. Bu kitaplarin 2 tanesi terctime, 10 tanesi telif eserdir.
Kitap yazarlarinin tamamina yakini, Osmanli’da diger bilim dallarinda oldugu

gibi, askeriye kokenlidir. Bu kitaplar, kisaca inceleyelim:

Yukarda bahsedilen “Hesab-1 Nazari” adh kitabin miellifi Ahmet Sikri’dur.
267 sayfa olan kitap, 1297 (1880)’de Istanbul Mekteb-i Miilkiye Matbaasi’'nda
tas baski ile basilmigtir. Kitapta sirasiyla su konular anlatilmigtir: sayilarin ya-
ziligt ve okunugu, tam sayilarla toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme, ts ve kok
alma iglemleri, bolinebilme kurallar, en buyiik ortak bolen, asal sayilar, asal
carpanlar, basit kesirler, ondalik kesirler, devirli ondalk kesirler ve bunlarla ig-
lemler, uzunluk, alan, hacim, agirlik 6l¢tileri, para birimleri, eski ve yeni dlciile-
rin kargilagtirilmasi, oran ve orant, sirket, iskonto, senet problemleri, aritmetik
ortalama. Kitap, ele alman konular ve konularin sunulug bi¢cimi acisindan bir
sayilar teorist kitabi degildir. Yalnizca bazi teoremler ve kiiciik ispatlar verilmis,

onun diginda kitap genellikle kurallar ve 6rnekler geklinde ilerlemi§tir.2

Bir diger kitap, “Ameli ve Nazari IIm-i Hesab”mn miiellifi Ahmet Siikriv’diir.
331 sayfa olan kitap, 1304 (1887)'de Istanbul Mahmut Bey Matbaasinda basil-
migtir. Kitaba temel kavramlar ve tanimlar verilerek baglanmug, sonra konular
su sirayla anlatilmistir: sayilarin yaziligt ve okunusu, tam sayilarla toplama,
¢ikarma, carpma, bolme ve bunlarin kullamldig problemler, kesirler, en biiytik
ortak bolen, asal sayilar, asal ¢carpanlar, kesirlerle dort iglem, ondalik kesirler ve
dort islem, devirli ondalik kesirler, uzunluk, alan, hacim, agirhik 6l¢tleri, para
birimleri, eski ve yeni 6lglilerin karsilagtirilmasi, tis ve kok alma iglemleri, oran
ve orantt, faiz, senet, iskonto, aritmetik ortalama, sirket ve karigim problemleri.
Kitapta ele alinan konular hemen hemen Ahmet Stkri’ntn Hesdb-1 Nazari
adli kitabiyla aymdir ve genellikle temel ve basit dizeydedir. Fakat konular
matematiksel acidan gayet sistemli ve diizenli bir sekilde sunulmustur. Modern
matematik kitaplarinda oldugu gibi tamim, teorem, ispat, aksiyom, érnek ve

problemler 6zenle belirtilmistir.®

2 Ahmet Siikrii. (1297/1880). Hesdb-1 Nazari. Tstanbul: Mekteb-i Miilkiye Matbaas.
3 Ahmet Siikrii. (1304/1887). Ameli ve Nazari Ilm-i Hesdb. Istanbul: Mahmut Bey Matbaasi.
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“Ameli ve Nazari Ilm-i Hesab Tatbikat” adl diger bir kitabm miiellifi yine
Ahmet Siikriv'diir. 220 sayfa olan kitap, 1305 (1888)’de Istanbul Cemal Efendi
Matbaasinda basilmigtir. Kitapta sirasiyla su konular anlatilmigtir: iis ve kok
alma iglemleri, irrasyonel sayilar, aritmetik ve geometrik diziler, logaritma, per-
miitasyon ve kombinasyon, alan, hacim, 6z kitle, kiitle hesabi, yuvarlama ve
yaklagik deger, hesap cetveli ile iglemler, ticaret, ingaat, dogramacilik, muhasebe,
bankacilik, evrak, senelik taksit ve faiz hesaplari, olasiik. Konu anlatmlarinin
ardindan “Mesail-1 Umumiye” basghgr alinda 301 soru verilmistir. Ameli ve Na-
zari Ilm-i Hesdb Tatbikat, diger kitapta oldugu gibi tanim, teorem, ispat, kural ve
érnekler sistematiginde olusturulmustur. Tlk kitapta eksik kalan iist diizey konu-
lardan bir kismu bu kitaba eklenmig olmakla birlikte mukayeseler, modil, Diop-
hantos denklemleri, lineer denklemler, ikinci dereceden denklemler gibi pek gok
konu kitapta yer almamigtir. Buna kargilik sayilar teorisinin alanina girmeyen,
hatta sadece uygulama veya pratikle ilgili bir¢cok konuya uzunca yer verilmigtir.
Bu nedenle kitabin adi Ameli ve Nazari Iim-i Hesdb Tatbikatr olmasina ragmen

kitabin tam anlamiyla mustakil bir sayilar teorisi kitabt oldugu soylenemez.*

“Ameli ve Nazari Yeni Usul Ilm-i Hesab” adli bir bagka kitap, ingﬂiz mate-
matik cemiyeti FIC tarafindan yayinlanmig olup, Harbiye Mektebi Finun-1
Askeriye ve Miilkiye Idadisi Riyaziye hocas: Kolagasi Mehmed Riisdii Bey,
Topgu Mektebi ve Miilkiye Mithendis Mektebi hendese-1 resmiye ve halliye
hocast Kurmay Yiizbagsi Sevki Bey ve Soguk Ciesme ve Giilhane Askeri Riigti-
yeleri hesab hocasi Siivari Kolagas: Hiisnii Bey ile birlikte Ingilizceden Tiirk-
ceye terciime edilmistir. 463 sayfa olan kitap, 1307 (1890) senesinde Istanbul
Kasbar Matbaasi’'nda basilmigtir. Kitapta sirasityla su konular anlatilmistir:
sayllarin yaziligt ve okunusu, tam sayilarla toplama, ¢ikarma, carpma, bélme
ve bunlarin kullanildigr problemler, bolinebilme kurallari, en biyiik ortak
bélen, asal sayilar, asal carpanlar, kesirler, kesirlerle dort iglem, ondalik kesirler
ve dort islem, devirli ondalik kesirler, s ve kék alma islemleri, tam sayilarin,
kesirlerin ve ondalik kesirlerin karekok ve kiip kokleri, uzunluk, alan, hacim,
agirhik Olgtleri, para birimleri, eski ve yeni 6lgtlerin kargilagtinlmasi, oran
ve oranti, faiz, iskonto, aritmetik ortalama, kariggm problemleri. Kitapta ele
alinan konular sayilar teorisi alaninda en basit diizeydeki konulardir. Yine mu-
kayeseler, modiil, Diophantos denklemlerti, lineer denklemler, ikinci dereceden

denklemler gibi bir¢ok konuya deginilmemistir. Fakat ele alinan konular tanim,

4 Ahmet Siikrii. (1305/1888). Ameli ve Nazari llm-i Hesab Tatbikat. Istanbul: Cemal Efendi Matbaas.
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kural ve 6rneklerle sinirh birakilmamug, ilgili teoremler ispatlariyla birlikte ve-
rilmistir. Bu bakimdan kitabin adindaki nazari ismi kitabin iceriginde karsihk
bulmaktadir. Fakat tist diizey konulardan bahsedilmedigi i¢in kitabin kapsami
yeterli degildir. Kitabin ceviri olmasindan dolayi, dénemin diger sayilar teorisi
kitaplarinda pek de rastlanmayan sekilde Batilli bilim adamlarmin isimleri ve
yontemleri de anlatilmigtir. Bu baglamda da kitap kapsam olarak yeterli olmasa
bile Bat1 ille Osmanl arasinda sayilar teorisi alanindaki literatiir birligine hiz-

met etmesi agisindan 6nemli bir eserdir.®

“Ameli ve Nazari Ilm’el-A‘dad” adh diger bir kitabmn miellifi Yizbag Al
Galip’tir. 120 sayfa olan kitap, 1313 (1897) senesinde Istanbul’da Mekteb-i Fii-
nun-1 Harbiye-1 Sahane Matbaasi’'nda basilmigtir. Kitapta sirastyla su konular
1slenmistir: sayilarin yazilisi ve okunusu, ondalik sayilar ve dort islem, boliine-
bilme kurallari, asal sayilar, asal carpanlar, en biyiik ortak bolen ve en kiiciik
ortak kat, basit kesirler ve dort islem, ts ve kok alma islemleri, karekok ve kiip
kok alma, uzunluk, alan, hacim, agirhk dl¢tleri, para birimleri, eski ve yeni
oOlgtilerin kargilagtirilmasi, oran ve oranti, faiz. Cok basit dizeydeki konular
iptidai bir sekilde ele almmugtir. Kitapta nazari kelimesinin kargihigi olabilecek
hemen hemen higbir sey olmadigi sdylenebilir. Hichir konuda teoremlere yer
verilmemis, basit tanimlar, kurallar ve 6rnekler seklinde ilerleyen bir konu an-
latim1 yapilmistir. Kurallar verilirken genel gecer ifadeler degil sayisal 6rnekler
kullanilmigtir. Her konudan sonra ¢ok sayida 6rnek verilmis ve bu da kitaba

genel olarak basit diizeyde uygulamali bir aritmetik kitab1 goriintiisti vermistir.®

‘Ameli ve Nazarl Hesab-1 Mitkemmel” adli kitabin ise miellifi Yizbagi Al
Galip’tir. 229 sayfa olan kitap, 1316 (1900) senesinde Istanbul’da Mekteb-i
Finun-1 Harbiye-1 Sahane Matbaasi’'nda basilmigtir. Kitapta sirasiyla su ko-
nular iglenmigtir: sayma ve yazma, tam sayilarla, ondalik sayilarla ve kesirlerle
toplama, c¢ikarma, carpma, bolme iglemleri ve saglamalari, devirli ondalik
sayilar, iis ve karckok alma, uzunluk, alan, hacim, agirlik, para élciileri ve bu
Olgtilerin Bati’dan aliman yeni karsihklari, boliinebilme, asal sayilar, bélenler,
oran ve oranti, faiz, iskonto, senet, sigorta, karigim problemleri, yarigmalarda

sorulacak sorular. Kitap, genel olarak konu anlatimh bir ortaokul ders kitabi

5 Sevki, Hiisnii, Mehmet Riistii. (1307/1890). Ameli ve Nazari Yeni Usul Tim-i Hesdb. Tstanbul: Kasbar
Matbaast.

¢ Ali Galip. (1313/1897). Ameli ve Nazari Iim’el-A‘did. Istanbul: Mekteb-i Fiinun-u Harbiye-i Sahane
Matbaasi.
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dtzeyindedir. Konu anlatimlari, konularla ilgili 6rnekler ve 6devler geklinde
lerlemektedir. Teoremler ve ispatlarmma pek yer verilmemis, ispat yapilmak
istendiginde ise genel gecer bir ispattan ziyade sayilarla miigahhas 6rnekler

verilmesi tercih edilmistir.”

“Nazari ve Ameli Yeni Usul Mitkemmel Hesab” adli bagka bir kitabin miiel-
lifi Ismail Faik’tir. 668 sayfa olan kitap, 1320 (1904) senesinde Istanbul’da A.
Artin Asaduryan Sirket-i Miirettibiye Matbaas’nda basimustr. Tki kissmdan
olugan kitabin birinci kisminda; sayilarin yaziligi ve okunugu, Roma ve Fransiz
rakamlari, tam sayilarla toplama, ¢ikarma, carpma, bélme, asal sayilar, asal
carpanlar, sadelestirme, en btiyiik ortak bolen, en kiiciik ortak kat, kesirler,
kesirlerle dort islem, ondalik kesirler ve dort iglem, uzunluk, alan, hacim, sivi,
agirlik, zaman Olciileri, para birimleri, eski ve yeni dl¢iilerin kargilagtirilmast,
cografyada uzaklik ve zaman hesaplari anlatilmstir. Tkinci kisnmnda ise; yiizde,
kar ve zarar, faiz, iskonto, sigorta, oran ve orant, sirket problemleri, aritmetik
ve geometrik diziler, taksit, Gs ve kok alma iglemleri, karekok, kiip kok, dor-
dinci, besinci, altinc dereceden kokler, kokli ifadelerde dort islem, karigim
problemleri ve alan konular: ele alimmigtir. Konularim ele alinig gekli acisindan
basit hesap kitaplarindan farki tanim, tarif ve 6rneklerden sonra ¢ikarilan ge-
nel kurallarin sayilardan bagimsiz genel ifadelerle £aide adi altinda verilmesidir.
Fakat teoremlere ve ispatlarina yer verilmemistir. Temel diizeydeki konular
basit seviyede ele alinmustir. Kitap, ele alinan konular bakimindan da konu

anlatiml bir hesap kitabindan pek farkh degildir.®

Bir diger kitap “Nazari ve Ameli Yeni Usul Mitkemmel Hesabin Miftah1”’nin
miiellifi Ismail Faik’tir. 99 sayfa olan kitap, 1324 (1908) senesinde Istanbul’da
Matbaa-1 Kiitiiphane-1 Cihan’da basilmigtir. Kitapta hicbir konu anlatimi ya-
pimamus, énceden yayinlanmig olan Nazari ve Ameli Yeni Usul Miikemmel Hesdb

kitabina ait bir uygulama ve cevap anahtari olarak yazilmigtir.”

“Hesab-1 Nazarl Mesaili” adli kitabin ise muellifi Miilkiye Mihendis Mek-
tebi ile Dartssafaka Mektebi riyaziye muallimlerinden Mihendis Mustafa

0000 OGOGOOS

7 Ali Galip. (1316/1900). Ameli ve Nazari Hesib-1 Miikemmel. Tstanbul: Mekteb-i Fiinun-1 Harbiye-i
Sahane Matbaasi.

¢ Ismail Faik. (1320/1904). Nazari ve Ameli Yeni Usul Miikemmel Hesdb. Istanbul: A. Artin Asaduryan
Sirket-1 Murettibiye Matbaasi.

¢ Ismail Faik. (1324/1908). Nazari ve Ameli Yeni Usul Miikemmel Hesdbin Mufidh. Istanbul: Matbaa-i
Kittiphane-i Cihan.
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Salim’dir. 96 sayfa olan kitap, 1323-1325 (1908) senelerinde Istanbul’da A.
Artin Asaduryan Sirket-1 Murettibiye Matbaasi’'nda basilmigtir. Mustafa Salim
kitabma 3 sayfadan olugsan bir mukaddime ile baglamistir. Mukaddimenin
ardindan kitapta yer alan problemlerin ¢oziilmesinde gerekli olacak ifadeler
ve kurallar verilecegi soylenerek 8 madde halinde agiklamalar yapilmugtir.
Bu 8 maddede belli bir sira gozetilmeden ve hangi konuya ait aciklama ya-
pilacagi ayrica belirtiimeden boliinebilme, iki terim toplamimin karesi, iki
kare farki, ardigik sayilarin toplami gibi konular hakkinda kurallar verilmistir.
Kurallarin agiklanmasindan sonra problemlerin ¢ozillmesinde gereken bazi
teoremler yine belli bir diizen gozetilmeden yazilmigtir. Degisik konulardan
11 teorem ispatlar ile birlikte verilmistir. Bu teoremler Wilson, Euler, Fermat
teoremleri gibi sayilar teorisinin 6nemli konularimi da igermektedir. Sayilar
teorisinin temel konularindan bazilarna kisaca deginilmis, fakat daha cok tst
diizey konular ele ahnmigtir. Ancak kurallar ve teoremler verilirken diizenli
bir sistem takip edilmemistir. Bu kismun, konulan tim ayrintist ile ele almak
ve okuyucuya 6gretmek gayesiyle degil, problemleri ¢6zmeden 6nce hatirlatict
olmast i¢in yazildig fikri olusmaktadir. Teoremlerin ardindan 73 problem, ¢6-
zimleri de yapilarak verilmigtir. Burada ¢6ztlen problemler Mustafa Salim’in
mukaddimede vurguladigr tizere niceliksel problemlerden ziyade ispati istenen

meseleler seklindedir."®

“Nazari ve Ameli Yeni Ilm-i Hesab” adh kitabin ise miiellifi Hasib Bey’dir. 503
sayfa olan kitap 1331 (1915) senesinde Istanbul Necm-i Istikbal Matbaas’n-
da basimugtir. Kitapta sirasiyla su konular ele alimmugtir: sayilarin yazihig ve
okunusu, Roma rakamlari, tam sayilarla toplama, cikarma, carpma, bélme ve
zihinden iglemler, sayilarm kuvvetleri, béliinebilme kurallari, en btyik ortak
bélen, asal sayilar, asal carpanlar, en kiiciik ortak kat, kesirler, kesirlerle dort
1islem, ondalik kesirler ve dort islem, karekok, kiip kok, tam sayilarin, kesirlerin
ve ondalik kesirlerin karekékleri, uzunluk, alan, hacim, agirhik 6lgtleri, para
birimleri, eski ve yeni 6lglilerin karsilagtirilmasi, oran ve oranti, faiz, iskonto,
sirket ve karigim problemleri. Kitapta ele alinan konular basit diizeyde ko-
nulardir. Sayilar teorisinin Ust diizey konularma deginilmemis, fakat konular
tanim, teorem ve ispatlara ézen gosterilerek anlatilmistir. Konuyla ilgili 6nemli

teoremlerin hemen hepsi ispatlariyla birlikte verilmistir. Kitap icerik olarak

10 Mustafa Salim. (1323-1325/1908). Hesdb-w Nazari Mesaili. Istanbul: A. Artin Asaduryan Sirket-i
Miirettibiye Matbaast.
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bir sayilar teorisi kitabini kargilamamakla beraber, konularin teorik olarak ele

alimg bi¢imi nazw ifadesini kargilamaktadir."'

Bir diger kitap “Miicmel Hesab-1 Nazari” nin miiellifi Mehmet Re’fet’tir. 127
sayfa olan kitap, 1332 (1916) senesinde Istanbul Necm-i Istikbal Matbaasinda
basilmustir. Kitapta sirastyla; sayilarin yazihg ve okunusu, sayilarin olusumu (ve
say1 tabanlart), hesab ilminde kullanilan isaretler, toplama, ¢ikarma, carpma,
bélme kurallar1 ve bunlarin zihinden veya bir arada yapilmasimin yontemlert,
iis alma, kare ve kiip alma, karekok, bélunebilme kurallari, toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme iglemlerinin saglamasi, asal sayilar, bir say1y1 asal ¢arpanlarina
ayirma, bir saymin bolenleri, en biiyiik ortak bolen, en kuigtik ortak kat, kesirler,
payda esitleme, kesirlerde toplama, c¢ikarma, ¢arpma, bolme, ondalik kesirler,
ondalik kesirlerde toplama, ¢ikarma, carpma, bélme, bir kesrin ondaliga ve
ondaligin kesre donisttirilmesi konulart anlatilmigtir. Konularin igerigi ve ele
almug bicimi incelendiginde giiniimiiz ortaokul diizeyinde oldugu goriilmekte-
dir. Sayilar teorist alanma giren st diizey konularin hemen hicbiri kitapta yer
almamaktadir. Konu baghklar bakimindan basit bir hesab veya aritmetik kita-
bini animsatan eseri bunlardan farkli kilan sey, sadece kurallar ve 6rneklerden

olusmayip konularla ilgili teoremler ve ispatlarini da iceriyor olmasidir. 12

Mehmet Nadir’in Hesdb-1 Nazari adh kitabi ise 333 sayfadan ibarettir ve 1926°da
Istanbul’da Milli Matbaada basilmstir. Kitapta sirastyla su konular anlatilmg-
tir: sayilarin yazihigi ve okunusu, toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme, tamam-1
adedi usulii ile islemler, bélinebilme kurallari, kendi buldugu bélinebilme
kurali, bir saymin bélenleri, asal sayilar, tiggensel sayilar, miikemmel sayilar,
dost sayilar, mukayeseler (kongrianslar), stirekli kesirler, cok bilinmeyenli mu-
kayeseler, Euler fonsiyonu, Fermat ve Euler Teoremi, kompleks (sanal) sayilar,
Pell denklemi, Diophantos denklemleri, taban aritmetigi, kok hesabi, yaklagik
deger hesabi, uygulama sorular. Kitap, kismen gtiniimiizdeki lise seviyesinde
olmakla beraber daha ¢ok tiniversitelerin “Elementer Sayilar Kurami” dersine
uygun bir dizeydedir. Kitapta genel olarak tist diizey sayilar teorisi konular
konu anlatimi, teoremler, ispatlar ve 6rnekler seklinde sunulmus, ilgili konular
hakkinda yazarin alana yapmis oldugu katkilar da konu anlatimlarinin iceri-

sinde verilmistir."?

seccccccce
"' Hasib. (1331/1915). Nazari ve Ameli Yeni Ilm-i Hesab. Tstanbul: Necm-i Istikbal Matbaast.
12 Mehmet Re’fet. (1332/1916). Miicmel Hesdb-1 Nazari. Istanbul: Necm-i Istikbal Matbaast.
15 Mehmet Nadir. (1926). Hesdb-1 Nazari. Istanbul: Milli Matbaa.
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Mehmet Nadir, kitaba fihrist vermeden sadece mukaddime yazarak baglamigtir.
Mukaddimede, matematigin ve 6zellikle hesab ilminin 6neminden bahsetmis,

kitabin yaziliy amacim ve usuliini agiklamigtir.

Mukaddimenin ardindan “Birinci Fasil” bashgr altinda “Ta‘dad ve Terkim
Nazariyyesi” verilmigtir. Sayilarin yazilmasina gelince, yalnizca onluk tabana
gore degil herhangi bir tabana gére yazilma kaidesi verilmistir. Genel olarak

birinci fasilda, taban aritmetigi ele alinmigtir.

Ikinci fasil “Cem‘ ve Tarh” bagh@ alunda verilmistir. Toplama ve cikarma-
nin tanimi, genel kurallar ve 6rnekler, Nadir'in mukaddimede belirttigi tizere
6grenciler tarafindan bilindigi dustniilerek, anlatilmadan gegilmigtir. Bu bo-
limde sadece tamam-1 adedi usulii ile toplama ve ¢ikarmanin nasil yapildig

anlatilmigtir.

Ugiincii fasilda garpma konusu ele ahnmistir. Once garpmanin tanimi yapilmig

ardindan “da’va-y1 nazari” baghg ile 6 madde ve bir soru verilmistir.

Dordiinci fasil, bélme ve bolinebilme hakkindadir. Bélme ile ilgili tanim ve
teoremlerden sonra, tamam-1 adedi usulii ile b6lme konusu ayrintih olarak ele
alinmugtir. “Kabiliyyet-1 Taksim™ bashginda ise boliinebilme konusuna gegmis

ve kendi buldugu béliinebilme kuralimi1 da bu boliimde 6rneklerle anlatmigtir.

Besinci Fasil, “Sekli Adedler”, “Bir Adedin Kasimlar”, “A‘dad-1 Misellesiye”,
“A'dad-1 Mikkemmele”, “A‘dad-1 Mitehabbe” ve “Miiteadiller” baghiklarim
icermektedir. “Sekli Adedler” baghg altinda; asal sayilar, asal olmayan sayilar,
aralarinda asal sayilar, en biyiik ortak bolen ve bunlarin 6zellikleri ele alinmistir.
“Bir Adedin Kasimlar1” baghg: altinda; bir saymin biitiin bolenlerinin bulun-
mast, bolenlerinin sayismin bulunmasi, bélenlerinin toplaminin bulunmasi ve
bélenlerinin ¢carpiminin bulunmasi konular: dort madde halinde anlatilmigtir.
“A‘dad-1 Miisellesiye” baghgr altinda ti¢gensel sayilar ve 6zellikleri, “A‘dad-1
Mikemmele” baghg alinda mitkemmel sayilar, “A‘dad-1 Miitehabbe” baglig
altinda dost sayilar konular: ele alinmigtir. Sayilar ile ilgili kissmlarin ardindan
Nadir, “Miteadiller” bahsini ele almigtir. Konu baghgimin hemen altinda yine
Fransizca karsihgr “Congruences” bulunmaktadir. Bu bashkta modiiler aritme-

tigin genel kurallar1 anlatilmigtir.

Altina Fasil “Birinci Dereceden Miteadiller” konusu hakkindadir. Bu fasilda,
birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemin genel halini ve bilinmeyen sayisi-

nin denklem sayisindan fazla oldugu durumlar ele almigtir.
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Yedinci fasilda; siirekli kesirler, cok bilinmeyenli denklemlerin ¢6ziimii, Euler
fonksiyonu, irrasyonel sayilar ve sanal sayilar, Diophantos problemleri, Planu-
de meseleleri adryla meshur iki problem ve ¢6ziimii, Pell denklemleri gibi bir-
¢ok farkli konuya yer verilmistir. Tk boliimlerdeki bagliklamadan fakli olarak,
ayr1 bolumlerde ele alimabilecek konular tek boélimde alt bagliklar halinde ele

almmugtir.

Kitabin sonunda énceki bélimlerde ele aliman konulara eklemeler yapilan alti

adet not verilerek kitap tamamlanmigtir.

Incelenen kitaplara genel olarak bakacak olursak, kitaplarm isimlerinde sayiar
teorist ifadesi bulunmasina ragmen, hemen hemen tamaminin konu anlatimh
ortaokul matematik kitabi diizeyinde oldugu ve aritmetik konularindan &teye
gecemedigl gortulmiistir. Bu kitaplardan yalnizcea iki tanesi; Mustafa Salim’in
1908 tarithli Hesdb-1 Nazari Mesaily adli kitabi ve Mehmet Nadir’in 1926 tarihli
Hesdb-1 Nazari 1simli kitab: miinhasiran sayilar teorisi tizerinedir. Her ne kadar
saylar teorist baghkh 12 kitap bulunmus olsa da, tiim bu kitaplar incelendikten
sonra —tespit edebildigimiz kadariyla— Osmanli’da kaleme alinmig yalnizca iki

sayilar teorisi kitab1 oldugunu soylemek daha dogru olacaktir.

Mustafa Salim’in Hesdb-1 Nazari Mesaili kitab1 tamamen teorik olarak yazilmus,
st diizey sayilar teorisi konulari, teoremler ve ispatlarla anlatilmigtir. Fakat
kitap bir el kitab1 gibi hazirlandigindan, sayilar teorisine ait tiim konularin sis-
tematik bir sekilde anlatilmasi yerine 6nemli gortilen teoremler ve kurallar belli
bir diizen olmaksizin verilmigtir. Bu da pek ¢ok sayilar teorisi konusunun eksik
kalmasina sebep olmustur. Yine de kitapta ele alnman konular, 6nceki sayilar
teorisi kitaplarindan farkl olarak, tamamen teorik ve iist diizey konulardir.
Bu baglamda Mustafa Salim’in Hesdb-1 Nazari Mesaili kitabi, Osmanli’da sa-
yilar teorisi alanindaki modern bilgilere ilk kez rastlanmasi acisindan oldukca
onemlidir. Tespit edebildigimiz kadariyla, Osmanli’'ya modern sayilar teorisi
kavramlarinmn girisini saglayan kigi Mustafa Salim olmustur. Mustafa Salim,
sayilar teorisi alaninda galigan 6nemli Batih matematikgilere atif yapmug ve
teoremlerine kitabinda yer vermistir. Fakat hangi kaynaklardan yararlandigina

dair malumat vermemigtir.

Mehmet Nadir'in sayilar teorisi caliymalar ise Osmanlh topraklarindaki ¢ag-
daslarinin ¢ok Otesindedir. Nadir, kendi déneminin sayilar teorisi bilgisine
vakif, Bati’da yapilan galiymalardan haberdar ve alana kendisi katk: yapabi-

lecek diizeyde hakimdir. Sayilar teorisinde yazilmig ingﬂizce ve Fransizca pek

27
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¢ok kitab1 elinde bulundurdugunu ifade etmis, yararlandigi kaynaklar1 zaman
zaman belirtmis ve ¢cogunlukla Fransizca kaynaklara atf yapmigtiz. Osmanh
topraklarinda ya da Islam diinyasimda yasanms sayilar teorisi alaninda galisnmsg
hicbir matematik¢iden bahsetmemistir. Osmanli’da Mustafa Salim ile kismen
temeli atilmig olan sayilar teorisinin terminolojisi Mehmet Nadir ile tamam-
lanmigtir. Bati’dan aktarilan kavramlarin Fransizca ve Osmanlica karsihklarin:
birlikte vermigtir. Bu terimlerin biiytik bir kismmin Osmanli’da daha énceden
de kullanimi mevcuttu. Yine de Nadir’in, terminolojinin dogru yerlesmesi i¢in

ayrica ¢aba sarf ettigi gérilmektedir.

Nadir’in 1926 yilinda yaymlanmis olan Hesdb-1 Nazari adl kitabi, giintimiizde
bile Sayilar Teorisine Girig derslerinde kullanilabilecek kadar kapsamli ve mo-
dern bir sayilar teorisi kitabidir. Kitapta, daha 6nce Darilfiinun Fen Fakiltesi
Mecmuasinda yaymnlanan makalelerinden de béliimler bulunmaktadir. Icer-
digi konular ve konularmn ele alimg bicimi bakimimdan bu kitabin, Osmanh
topraklarinda sayilar teorisi alaninda bir 6rneginin daha olmadigini acikca

belirtmeliyiz.

Nadir’in, bu kitabinda, sayilar teorist alanina orijinal katkilar1 bulunmaktadir.
Tespit edebildigimiz kadariyla “tamam-1 adedi” usuliintin bélme iglemine uy-
gulanmast ilk defa Mehmet Nadir tarafindan yapilmigtir. “Kabiliyyet-1 Taksim
Hakkinda Kaide-1 Umtmi” baghg ile duyurdugu kendi bulmus oldugu boli-
nebilme kurali ise alana yaptigr katkilarindan en ¢ok bilinenidir. Bu kural, her-
hangi bir say ile yapilan bolmede kalanin bulunmas: algoritmasidir. Nadir’in
alana énemli bir diger katkisi da A. Boutin’in L’Intermédiaire des Mathématiciens
dergisine gonderdigi ve 11 yil boyunca ¢6ziimsiiz kalan bir sorusuna bulmug
oldugu ¢oziimdiir. Uluslararas: bir dergide bu kadar uzun siire yanitsiz kalan
bir sorunun zorlugu ve énemi agikardir. Nadir’in ¢6ziimii ise ¢ok zarif olup,

onun alana vukufiyetinin bir ispati niteligindedir.

Osmanl topraklarinda sayilar teorisi ile ilgilenen kendisinden baska hemen
hemen hi¢ kimse olmamasima ragmen, Mehmet Nadir, sayilar teorisi alaninda

cagini yakalamay: basarmugtir.
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Mukaddime

Erbabu bilir ki, uliim-1 riyaziyye, biitiin ilimlerin temeli, esasidir. “Ilm-i hesab”

da, uliim-1 riyaziyyenin miftahidir.

Uliim-1 riyaziyyenin her bahsi, her meselesi, her da’va-yi nazarisi haiz-1 ehem-

miyettir. Ulim-1 riyaziyyenin hicbir bahsi abes degildir.

Fevaid-1 maddiyeyi haiz olmayan bahislerin bile zihne kiigayis vermek, kuvve-i

muhékemeyi tezyid eylemek gibi manevi faideleri pek goktur.

“Ulim-~1 hakikiyye” namini alan ulim-1 riyaziyyede “litks” gibi zahiri alayig

yoktur.

Iste, bu ulimun miftah olan “ilm-i hesAb™m nazari kismum yazmay: deruhde
ettik.

Bu kitap, liselerin son simiflarinda tedris edilmek tizere yazilmigtir. Bu siuf sa-
kirdani, “ilm-1 hesab”in ameli kismiyla cebr-1 adiyi de gérmiis olduklarindan,
biz de bunlarin derece-i iktidarlarimi nazar-1 dikkate alarak fazla ta‘rifattan,
tafsilattan ictindb eyledik. Yani “ilm-1 hesab”in ameli kisimlarina ait basit mad-

deleri yazmaktan tevakki ettik.

“Hesab-1 nazari”nin bir takim bahislerine pek ziyade yardimi olan “Miiteadil-
ler-Congruences”in pek sathi, pek basit kisimlarini da bu kitaba der¢ etmeyi

minasip addettik.

Hasili bu risale, layikiyla, dikkatle tedris edilirse, “ilm-i a‘dad” hakkinda olduk-

¢a iktisab-1 ma‘limat edilecegi fikrindeyiz.

Thtar: Bazi mesail veya da‘v-yi nazari var ki lise talebeleri icin gii¢ anlagihr,
Bu gibi maddelerin bag tarafina soyle (*) bir yildiz isareti konmugtur. Bunlar

tedris edilmemelidir.
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Birinci Fasil
Ta‘dad ve Terkim Nazariyyesi

1. Ta‘dad ve terkim usuliiniin ibtind’ ettigi esas, mistakildir.
Yani, kaide “10” adedi ittihaz olundugu gibi, herhangi bir “B”
adedi olursa olsun, kaide ittihaz olunup kaide “10” hakkinda cari
olan bi’l-climle kavaid-i esasiyye, bu “B” kaidesine gore de aynen
tatbik olunur.

Kaide “B” alinirsa, “B — 1” kadar erkam-1 miis‘ire ile “0” sifir da
birlikte “B” kadar rakamin, rumuzun viicuduna liizum vardir.

(n) rakamli bir adedi N ile ve bunun en yiiksek mertebesinden bed’
ile sirasiyla biitiin mertebelerini isgal eden rakamlar da:

ab,cd,...f,u
ile gosterilirse bu N adedinin sekl-i esasisi ve umimisi sudur:
N=aB"1+b.B"2+cB"3+d.B"*..fB+u

Mesela, kaide (10) olduguna gore yazilmis 689201 adedinin sekl-
1 esasisi sudur:

6.10° +8.10* +9.103 + 2.102 + 0.10 + 1
= 600000 + 80000 + 9000 + 200+ 0+ 1
= 689201
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Tembih: Ihtisara riayeten, bir adedin hangi kaideye gore yazilmis
oldugunu gostermek i¢in o adedin ahad mertebesi rakaminin altina
ve gayet ufak olmak sartiyla kaidenin rakami yazilir. Mesela,

786510 = 4‘67512 (g)
miinasebetini sOylece okuyacagiz:

“Kaide (10) olduguna gore yazilmis 7865 adedi, kaide (12)
olduguna gore yazilmis 4675 adedine miisavidir.”

Simdi yapacagimiz tahvilde bunun hakiki oldugu meydana
¢ikacaktir.

Mubhtelif Kaidelerle Yazilmis Adedlerin Yekdigerine Tahvilleri

2. Birinci Kaziyye: Kaide (B) olarak yazilmis Ny adedinin,
kaidesi (10) olan adede tahvili.

Yukarda gormiis idik ki, boyle bir adedin sekl-i esasisi sudur:
Ng=a.B" 1 +b.B"? +cB"3+.-+fB+u
Bu aded, “n” rakamli bir adeddir.

Ispata siihiilet vermek i¢in adedi bes rakaml farz edelim. Bu halde
su miinasebet hasil olur:

N =a.B*+b.B3+cB?+d.B+e
Bunu boyle farz ettikten sonra sdyle muhakemeye girisiriz:

Mademki, herhangi bir mertebenin olursa olsun, bir vahidi,
kendinden ilk diin mertebenin B vdhidine miisavidir.

Eger besinci mertebeyi isgal eden a adedi B ile darb edilir ve bu
hasil-1 darba dordiincii mertebenin b adedi ilave olunursa:
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aB + b mecmiu dordiinci mertebe ahadini irde eder.

Bu aded de yine B ile darb edilerek, hasil-1 darba c ilave olunursa,
iiciincii mertebe ahadi elde edilir. Iste bu minval iizere devam
edilerek ahad-i basiteye kadar gidilir. Bundan sonraki aded, aded-i
matlibdan ibarettir.

Bu kaziyyeden su siret-1 umtmiyye istintag edilir:

B kaidesine gore yazilmis bir adedi, kaidesi (10) olan adede tahvil
etmek icin soylece yapmalidir:

Verilmis adedin sol taraftaki rakamini kaide B ile darb, hasil-1
darba ikinci rakam ilave olunur.

Bu aded de yine kaide B ile darb, hasil-1 darba ii¢lincii rakam zam
olunur.

Ve bu minval {izere, ahad mertebesini ilave edinceye kadar devam
edilerek matlib aded elde edilir.

Bir misalle tavzih-1 meram edelim:

Kaidesi (12) olarak yazilmis olan 1237a ! adedini, kaidesi (10)
olan adede tahvil edelim:

112 =12;12+ 2 = 14;14.12 = 168; 168 + 3 = 171;171.12
= 2052;2052 + 7 = 2059; 2059.12
= 24708; 24708 + a = 24718

Iste boylece su miinasebeti elde etmis oluruz:
1237a,, = 24718,

Tembih: Kaide (B) olduguna gore yazilmis bir adedi, kaide (10)
olan adede tahvil etmek i¢in veregeldigimiz usulii daha vazih, daha

! Buradaki a adedi 10 adedine muadil olmak iizere isti‘mal edilmistir.
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miicmel bir surette gostermek i¢in su parantezli ifadeyi yaziyoruz:
Su: abcde adedini:

{[(aB+b)B+c]B+d}B+e
suretle gosterirsek vehleten is anlasilmis olur.

3. Ikinci Kaziyye: Kaidesi (10) olarak yazilmis bir Ny,
adedini, kaidesi (B) olan adede tahvil etmek matlib.

Kaidesi (10) olarak yazilmis bir adedi, N;, ile gosterelim ve bunu
kaidesi B olan adede tahvil etmek isteyelim.

Evvel-emirde, bu adedin rakamlarint (n) kadar farz ve bu
rakamlari, en yiiksek mertebesinden bed’ ile ahad mertebesine
kadar sirastyla:

Ap, Ap_1, Ay, ., A3, A5, Ay
rumuzlartyla irde edelim. Bu takdirce:
Nig=A4,.B" 1+ A4, ;.B"2+ ..+ A;.B2+4,.B+ 4,
miinasebeti husile gelir.

Bu miinasebetten anlasilir ki, ma‘lim olarak verilmis N;, adedi,
“B”nin emsaliyle A; mecmfuna miisavidir. imdi A; adedi B den
kiiciiktiir. Bu sebepten, A; adedi, N;, adedinin B ile taksiminden
kalan bakidir.

Bu taksimden zuhur eden haric-i kismeti ¢, ile gosterirsek:
@ =4, B"2+A4, ;.B"3+..+A4;.B+A4,

miisavati tahaddiis eder. Bu miisavatin her iki tarafi da yine B ile
taksim edilse, bu taksimden kalan baki de A, olur. Bundaki haric-i
kismeti de ¢, ile géstermis olsak,
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@, =Ap. B3+ A4, Bt +.-+ A4, B+ A

miisavati hustle gelir ki burada da, bu miisavat yine B ile taksim
edilse, bakinin A; oldugu anlagilir.

Iste, bu minval iizere bu muameleye, B’den kiiciik bir héric-i
kismet elde edilinceye kadar devam edilir.

Bundan sonra, artik ameliyata devama imkan olmadigindan burada
tevakkuf olunur.

Bu taksimat-1 miitevaliyeye dikkatle bakilirsa, goriiliir ki, birinci
baki Ny adedinin ahad mertebesinden, ikincisi aserat ve en son baki
de, en yiiksek mertebesinden ibarettir.

Bir misal ile tavzih-i meram edelim:
Yukarda (g) ile gosterdigimiz misali alalim:

Kaide (10) olduguna gore yazilmis 7865 adedini, kaidesi (12)
olan adede tahvil etmek matlib olsun; soyle icra-y1 amel olunur:

7865 (12 | 12 | 12

(5) [655]54 [ 4)

(7) | (6)

Burada bakileri parantez dahilinde gostererek yazdik. Aded-i
matlib sudur: 4675.

Bu halde:
7865,, = 4675, olur.

4. Uciincii Kaziyye: Kaidesi (b) olarak yazilmis bir adedin,
kaidesi (B) olan adede tahvili matlib olsun.

41
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Evvel-emirde kaidesi (b) olan aded, kaidesi (10) olan adede tahvil
olunur. Ve sonra, bildigimiz usul ile de bu aded, kaidesi (B) olan

adede tahvil edilir.

Mesela kaidesi (8) olarak yazilmis 142135 adedini, kaidesi (12)
olan adede tahvil i¢in evvel-emirde bu aded, sdylece kaidesi (10)

olan adede tahvil edilir:

1.8=8;8+4=12;12.8 =96;96 + 2 = 98;98.8
= 784;784 + 1 = 785;785.8 = 6280; 6280 + 3

= 6283

Simdi buldugumuz su 6283 adedini — ki kaide (10) olarak

yazilmistir — kaide “12”ye tahvil edelim:

6283 |12 |12 | 12
(7) 523143 ](3)
OREG

Matlib olan adedin, 3777,, oldugu tahakkuk etmis olur. Yani su

miinasebat hustle gelir:

142134 = 628340 = 37774,



ikinci Fasil
Cem¢ ve Tarh
(Ta‘rifat)

5. Tamam-1 adedi: Bir adedin kendinden biiyiik, diger bir
adede gore tamamisi demek, birinci adedi, ikinciye doldurmak igin,
birinciye zammui icap eden adeddir.

Bu tarif, ekser hesab kitaplarinda miinderic ta‘rifita pek de
uymazsa da umumidir. Ekser kitaplardaki tarif soyledir:

“Bir adedi, kendinden sonra ilk gelen “10”un kuvvetine doldurmak
i¢in, bu adede zammu lazim olan adeddir.”

Gergi ekseriyetle bu son tarife gore icra-y1 amel olunursa da, bize
taksim bahsinde birinci tarife gore de is gérmek icap edeceginden
onun da burada tarifini miinasip addeyledik.

Umumi tarife gore mesela a adedinin, h adedine gore [h > a
olmak sartiyla] tamamisi eger a + q = h miisavati sahih ise q
adedidir.

«_n

Ikinci tarife nazaran: a adedinin tamamisi, eger “a’nmn n kadar
rakami varsa,
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a+q=10"
miisavatinda g adedidir.

Bu ikinci tarife gore, tamam-1 adedi bulmak i¢in pek kolay usul
vardir.

Herhangi bir adedin olursa olsun, tamam-1 adedisini bulmak i¢in, o
adedin 4had mertebesindeki rakami 10’dan, sair mertebe
rakamlarini 9°dan tarh etmek kafidir.

Mesela 8976 adedinin tamam-1 adedisini bulmak i¢in, yalniz 6
rakamini1 10°dan, sair mertebe rakamlari olan 8,9, 7 rakamlarini da
9’dan tarh etmelidir. Bu halde tamam-1 adedi: 1024 ten ibarettir ki,

8976 + 1024 = 10* = 10000
olup tarife muvafiktir.
Bir de, birinci tarife gére bir misal yapalim:

Mesela 34652 adedinin 40000 adedine gore, tamam-1 adedisini
bulmak lazim gelse, soylece yapmalidir:

40000 — 34652 = 5348

miisavatinda 34652 adedinin tamam-1 adedisi 5348 adedidir. Zira
34652 + 5348 = 40000

olup tarife muvafiktir.

6. Sual: Bir adedi, diger bir adedden ve mesela, 56342
adedini 78925 adedinden tarh etmek i¢in su asagidaki tamam-1
adedi usuliinii takiben icra-y1 amel olunabilir:

Bir cem*‘ ameli yapar gibi hareket ediniz. Su kadar var ki, kii¢iik
adedin (matrihun) ahad mertebesinin yerine, “10” adedine
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varmaya hangi aded lazimsa zihnen onu koyunuz. Kiiclik adedin
(matrithun) sair mertebe-i erkdmi yerine de 9 adedine varmak igin
hangi adedler icap ediyorsa onlarin vaz‘ olundugunu farz ediniz.
En nihayette, yani neticede sol taraftan vahid hazf ediliverince
matlib olan tefazul bulunmus olur. Yani soyle yapiniz:

78625
— 56342

22283

Bu misalde soyle denilecek: 2’den “10”a varmaya 8 ister; 5 daha
13. 3 adedini hatt-1 ufkinin altina ve ahad mertebesi hizasina kor;
elde var bir derim. 1 ile 2, 3 eder; “4”ten “9”a varmaya 5 ister; 3
daha 8 eder. Bunu da aserat mertebesi hizasina yazarim; burada
elde bir sey yoktur. “3”ten “9”a varmaya “6” ister; (6) daha (12)
eder; (2)yi miat mertebesinin hizasina kor; elde var (1) derim ve
bunu (8) adedine zam eylerim; (9) eder. (6)dan (9)a varmaya (3)
ister, (9) daha: (12) eder; (2)yi yazarim ve elde var bir der, (7)ye
veririm, (8) eder. (5)ten (9)a varmaya (4) ister, (8) daha (12);
(2)yi yazarim, elde var bir der ve bu son vahidi hazf ederek matlib
olan tefazulii bulmus olurum.

Bunun ispati pek basittir. Su asagidaki ifadeyi iyice nazar-i
dikkatten geciriniz. Isi derhal anlarsiiz:

78625 — 56342 = 78625 — 56342 + 100000 — 100000
= 78625 + (100000 + 56342) — 100000
= 78625 + 43658 — 100000 = 22283

7. Sual: Iki adedi yekdigerine zam etmek icin, bir tarh ameli
yapar gibi hareket etmeli, yani, bu iki adedi birbiri altina yazmali,
altindaki adedin ahad mertebesindeki rakamin (10) adedine
varmaya ne isterse, onu Ustteki adedin ahadinden tarh etmeli;
sonra, altindaki adedin sair mertebeleri rakamlarinin (9) adedine
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varmaya ne isterse, onlar1 istteki adedlerin miitenaziran
mertebelerinden c¢ikarmali. Ve bu minval {izere devam ederek,
nihayet altindaki adedin en biiyiik mertebedeki rakamina, yani son
mertebesindeki rakama gelince, bundan sonra gelen iistteki adedin
rakamina bir vahid zam eylemelidir.

Mesela 67895 adedi ile 682 adedini cem* etmek icin sdylece icra-
y1 amel etmelidir:

67895
+ 682

63577

2’den (10)a varmaya 8 ister, (15)ten 8 ¢ikarsa 7 kalir; 8’den (9)a
varmaya (1) ister, (8)den ¢ikarsa 7 kalir; (6)dan (9)a varmaya 3
ister, (8)den ¢ikarsa 5 kalir;

Burada alttaki adedin son mertebesindeki rakama geldik. Bundan
sonra, iistteki adedin gelen rakami 7’dir. Buna bir vahid zam
edince 8 olur. Bu (8)i de hatt-1 ufkinin altina yazmali; sonra da
geride kalan (6) rakamini da asag1 almalidir.

Bunun ispati1 da, yine bundan evvelki sualin ispati gibidir. Yani
682 adedinin tamam-1 adedisini alarak icra-y1 amel eylemelidir.
Iste soyle yapmalidir:

67895 + 682 = 1000 — 1000 + 67895 + 682
= (1000 + 67895) — (1000 — 682)
= 68795 — 318 = 68577

8. Eger ii¢ rakamdan ibaret olan bir adedin kendisiyle ma’k{isu
beynindeki tefazul alinsa, bu tefazuliin ortasindaki rakam (9)dan
ve iki nihayetindeki rakamlarin mecmiu da yine (9)dan ibarettir.
Ispat ediniz?
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Aded-1 mefriizu abc ile gosterelim; bu adedin ma’kiisu; cha olur
ve mademki tarh ameli mimkiinii’l-icradir,

Bu halde, abc > cba ’dir. Yani miat mertebesindeki a rakamu,
ahad mertebesini isgal eden ¢ rakamindan a‘zamdir. Yani a > ¢
’dir. Bu takdirce, tefazuliin ahad mertebesindeki rakamini elde
etmek i¢in, ¢ rakamina (10) zam edip bu mecmi’dan a rakamini

cikarmalidir. Ve eger tefazuliin ahadini isgal eden rakami U ile
gostermis olsak, su miinasebet viicuda gelir.

U=c+10—a ..(1)
[Meseleyi iyice kavramak igin tarh amelini icra eder gibi soylece:

abc
-cba

gosterelim. ]

Bundan sonra iist taraftaki siituna yani aserat mertebesine gecilir.
Burada ¢ rakamina zam edilen (10) adedi nazar-1 dikkate alinarak
b rakamina (1) zam edilir. Lakin b’den (b + 1)'i ¢ikarmak igin,
b’ye bir (10) ilavesi icap eder: Bu halde tefazuliin agerat rakama:

b+10-(b+1)=b+10-b—-1=9

olur. Nihayet, tefazuliin P miatin1 elde etmek igin, c’ye (1) zam
olunarak:

p=a—(c+1)..(2)
olur.
Simdi, (1) ile (2) ifadeleri taraf tarafa cem* olunsa:
p+tu=c+10—a+a—-(c+1)=9

olup meselenin ikinci sikki da halledilmis olur.
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Kolaylikla goriiliir ki, eger a = ¢ olsa, matlib tefazuliin sifir
olacagi asikardir.

9. Uc rakam-1 miitedkibden miitesekkil bir aded ile ma’kiisu
beynindeki fazl, 198 adedine miisavidir.

Bi’l-farz, ¢ rakam-1 mitedkib: (n+1),(n),(n—1) ile
gosterilmis olsun. Bu halde, ta‘dad ve terkim kavaidi miicibince bu
tic rakamdan miitesekkil aded de:

100(n+1)+10n+(n—1)
olur.
Bu adedin ma’kiisu da sudur:
100(n—1)+10n+ (n+ 1)
Bunlarin beynlerindeki fazl da suna miisavidir:

100(n+1) —100(n—1)+10n—-10n+(n—-1)—(n+ 1)

Yahut:
100n+100-100n+ 100+ n—1-n-1
Veyahut,
200—2 =198
olup matlib sabit olur.
10. Biiytigiinden bed’ ile, sirasiyla ve soldan saga dogru,

aded-1 erkami miisavi lic aded-i miiteakib - ta‘dad ve terkim
kavaidi micibince bir aded teskil edecek surette — birbiri ardinca
yazilir; husile gelen bu adedden, yine aynmi adedler, fakat sagdan
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sola dogru ayni usulde yazilarak, tesekkiil eden aded tarh edilir.
Ispat etmek matlibdur ki bu neticeler yani tefazuller sunlardir:

198,19998,1999998, ..., 1992~ 1/0is9 98

Bu tefazuller sirasiyla: 1,2,3,...,n rakamlarindan miitesekkil
adedlerden hustile gelmistir.

Eger mevzii-i bahs olan ii¢ adedin {i¢li de birer rakamdan ibaret ise
bu hal, bundan evvelki da’vada ispat edilmis idi ki, tefazul:

edelim. Ve bu rakamlardan aserat mertebesindeki rakami d ile
ahaddeki rakami da u ile gosterelim. Bu halde, iic aded-1 miiteakib
sunlar olur:

10d +u,10d + (u — 1),10d + (u — 2)
Bu takdirce, mutasavver aded su ifade ile gosterilir:
100000d + 10000u + 1000d + 100(u — 1) + 10d + (u — 2)
Bu adedden, su adedin tarhi lazimdir:
100000d + 10000(u — 2) + 1000d + 100(u — 1) + 10d + u
Tefazulii de sudur:
10000u — 10000(u —2) +u—2—u
Yahut:
20000 — 2 = 19998
olur.
Bu takdirce, bir rakamli ii¢ aded icin tefazul:

2.10% — 2 =198,
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Iki rakaml1 ii¢ aded icin tefazul:
2.10* — 2 = 19998

dir. Bunlar ispat ettik. Ispati ta‘mim ederek de, n rakamli ii¢
adedin tefazuliiniin de su oldugu kolaylikla anlagilir:

2.10%" -2

Zird; n rakamli herhangi bir N adedini olursa olsun tasavvur
edelim. Ve bu adedden evvel ve sonra, ilk gelen iki adedi de N —
1ve N + 1 ile gosterelim.

N = abc ...mf oldugunu farz edelim.
(N+1),(N),(N—-1)

adedlerini sirasiyla yazacak ve bunlarin bir araya gelmelerinden,
3n rakamli bir adedin viicut bulacagini nazar-1 dikkate alacak
olursak, birinci netice:

a.103""1 + p. 1032 + . + m. 1021 + (f + 1).102"
+a.102""1 + b. 10?2 + .- + m. 10"+ + £, 10"
+a. 101+ b 10" 2+ -+ m. 10+ (f — 1)

olur. Simdi de,
(N—-1),(N),(N+1)

adedlerini sirasiyla yazacak olursak, su ikinci neticeyi elde etmis
oluruz:

a.103""1 + p. 1032 + .. + m. 1021 4+ (f — 1).102"
+a.10*"71 + 5. 10%"7% + - + m. 10"+ + £. 10"
+a. 101+ b 10" 2 + -+ m. 10+ (f + 1)

Bu iki neticenin tefazulleri - isaretleri muhtelif miisterek haddler
tayy edildikte sudur:
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fF+1D.102" = (f = 1), 10"+ (f—1) = (f+ 1)
Yahut:
f.10%" 4+ 102" — £.10" + 10"+ f—1—f —1
Veyahut:
2.10%" — 2 = 19992n-1kered  9g

olup matlib sabit olur.
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Uciincii Fasil
Darb
Burada bazi ta‘rifati hatira getirelim:

11. Bir aded-i tammu, diger bir aded ile darb etmek, birinci
adedi, ikincinin ahadi kadar tekrar etmektir. Bu tariften, derhal su
netice istihsal olunur: a aded-i tammini, diger bir b adedi ile darb
etmek icin, a adedini (b)nin ahadi kadar tekrar ederek cem’
eylemek kafidir.

12. Da’va-yi Nazarf: Iki madribun hasil-1  darby,
madriblarinin siralar1 degismekle tebeddiil etmez.

Bi’l-farz ma‘lim olan iki madrib a ile b olsun. Ben derim ki,
a.b=b.a ?
miisavati sahihtir. Zira,

Bir hatt-1 ufki {izerine, a adedinin havi oldugu ahadi birer birer
yazalim ve bu hattin ayni olmak iizere b adedinin ahadi kadar
huttit-u ufkiyyeyi tekrar edelim ve suna dikkat edelim ki ayni

2 A‘dad-1 miiteaddidenin yekdigeriyle darb edilecegi su suretlerle gosterilir:
h.a.b =hxaxb = hab
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siranin ahadi ayni siitun iizerinde bulunsun; bu halde su mustatil
cetvelini husile getirmis oluruz:

111...1akadar

bkadar 111...1

Simdi, hatt-1 ufkileri sayacak olursak, beherinde a kadar vahid var;
b kadar da hatt-1 ufki var. Oyleyse cetvelde a.b kadar vahid var.
Yok eger siitunlar1 ta‘dad edecek olusak, bunlarin beherinde b
kadar vahid var, a kadar da siitun mevcuttur. Bu halde cetvelde
b.a kadar vahid mevcuttur. Halbuki bu iki nevi‘ hesab aym
cetvelin havi oldugu ahad tizerinde yapildigindan sabittir. Bu
sebepten a. b = b. a] miisavati sahih olup matlib sabit olur.

13. Da’va-yi Nazari: Uc¢ madribun hasil-1 darbi, iki
madribunun yerleri degismekle tebeddiil etmez.

Yani a.b.c =a.c.b miisavatinin dogru olundugunu ispat etmek
matlibtur.

Bir hatt-1 ufki iizerine a adedini, b adedinin ahadi kadar yazalim;
sonra, bu hatt-1 ufkiyi aynen ¢ adedinin ahadi kadar tekrar ederek
kaydedelim. Su:

aaa...a
aaa a
aaa...a

mustatil cetvelini tertip etmis oluruz.
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Simdi, bu cetvelde mevcut biitiin adedleri cem* edelim: Ne taraftan
cem‘e baslasak neticeler — mademki aynmi cetvelde mevcut
adedlerin mecmiiu ¢ikacak — sabittir. Yani yekdigerine miisavidir.

Mesela, hutiit-u ufkiyyeyi cem‘den baslayalim:

Her hatt-1 ufkide b kadar a mevcuttur. Oyleyse beherinde a.b
kadar ahad var. ¢ kadar da hatt-1 ufki var. Bu halde cetvelde a. b.c
kadar aded mevcuttur.

Bir de su tarzda hesab yapalim:

Beher siitunda ¢ kadar a var. Yani a.c kadar ahad var. Siitunlarin
miktar1 da b kadardir. Oyleyse cetvelin muhteviyat1 a.c.b kadar
adedden ibarettir. Bu sebepten:

a.b.c=a.c.b
miisavati sahih olup matlib sabit olur.

14. Da’va-yi Nazari: Madribat-1 miiteaddideyi havi bir hasil-
1 darb, son iki madriibunun yerleri degismekle tebeddiill etmez.

Bi’l-farz, su alt1 madribun hasil-1 darbini ele alalim:
a.b.c.d.h.k
Ben derim ki:
a.b.c.d.h.k =a.b.c.d.k.h
miisavati sahihtir. Zira,
A=a.b.c.d
farz edelim. Bu halde yukariki hasil-1 darb:

A hk
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sekline tahavviill eder. Bundan evvelki dava-yi nazari micibince:
Ahk=Akh
olur.
A adedinin miisavisi mahalline konsa:
a.b.c.d.h.k =a.b.c.d.k.h
olup matlib sabit olur.

15. Da’va-yi Nazari: Madribat-1 miiteaddide hasil-1 darb,
herhangi iki madrib-1 miiteakibenin olursa olsun, yerleri
degismekle tebeddiil etmez. Mesela su:

a.b.c.d.h.k.f

hasil-1 darbinin, bi’l-farz d ile 4 iki madrib-u miitedkibenin yerleri
degismis olsa, hasil-1 darb tebeddiil etmez. Yani:

a.b.c.d.h.k.f =a.b.c.h.d.k.f
miisavati sahihtir. Zira, (Madde 14) micibince:
a.b.c.d.h=a.b.c.h.d

olup bu iki miisavi hasil-1 darb k ile darb edilse, yine yekdigerine
miisavi iki hasil-1 darb hustile geldigi gibi, bu son miisavi hasil-1
darblar da f adediyle darb edilseler yine birbirine miisavi iki hasil-1
darbin tahaddiis edecegi bedihidir. Bu sebepten:

a.b.c.d.h.k.f =a.b.c.h.d.k.f
olup matlib sabit olur.

16. Da’va-yi Nazari: Madribat-1 miiteaddideyi havi bir hasil-
1 darb, madriblarinin — istenildigi gibi - yerleri degismekle
tebeddiil etmez.
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Bunun ispati1 pek kolaydir. Her iki madriib-u miitedkibin yerleri
degistirilerek ve buna, maksada wvasil oluncaya kadar devam
edilerek, herhangi bir madriibu olursa olsun, istenilen mevki‘ye
getirmek miimkiindiir. Su asagidaki muameleye bakarak ameliyatin
ne suretle icra edilecegi anlasilir. Mesela,

a.b.c.d.h.k.f

hasil-1 darbinin keyfe-me’ttefak k ile b iki madribunun — hasil-1
darba halel gelmemek sartiyla — yerleri degisilebilir ve buna sdyle
icra-y1 amel olunarak muvaffak olunur:

[15. Madde esas ittihaz edilerek]

a.b.c.d.h.k.f =a.b.c.d.k.h.f =a.b.c.k.d.h.f
=a.b.k.c.d.h.f =a.k.b.c.d.h.f
=a.k.c.b.d.h.f =a.k.c.d.b.h.f
=a.k.c.d.h.b.f

17. Da’va-yi Nazari: iki adedin hasil-1 darbi, bu iki adedde
kag rakam varsa o kadar rakami veya o kadar rakamla bir noksanini
havidir.

a ile b iki aded-i tAm olsun; bunlardan birincisi p kadar ikincisi de
q kadar rakami havi bulunsun. Bu takdirce:

1071 <a<10?
1097t < b < 104
miinasebetleri hasil olur.
Bu miinasebetler taraf tarafa darb edilseler:

10P*972 < q.b < 10P*4
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Bu son ifadeden anlasilir ki, a. b hasil-1 darb1 en asagidan (p + q —
2 4+ 1) rakami yani p + q — 1 rakamin1 havidir. En yukardan da
(p + q) kadar rakami1 havi olup da’vamiz siibut bulmus olur.

18. Sual: Iki adedin hasil-1 darbin1 bulmak icin, darbin yerine
bunun tamam-1 adedisi kullanilmis olsa acaba nasil hareket edilmek
icap eder?

Soyle hareket etmeli:

Madriibu M ile ve n rakamh farz ettigimiz daribi da m ile
gostermis olsak, su miinasebat hustle gelir:

10"t <m < 10"
Simdi su miisavati1 da nazar-1 dikkate alalim:
Mxm=M.(10"—-10"+m) =M x 10" — M. (10™ — m)

Burada (10™ — m) ifadesi m adedinin tamam-1 adedisidir. Bunu: ¢
ile irde eylesek, yukariki miisavat su hale irca edilir:

M.m=M.10"—M.c
Su son diisturu adi lisana terciime edelim:

“Madribu irde eden adedin Oniine yani sagina daribdeki erkamin
adedi kadar sifir koymali; sonra daribin tamam-1 adedisi ile
madribu darb ederek, hasilin1 yukardaki oniine sifir konularak
hustile gelen adedden tarh etmelidir.”

Mesela, madrib M = 5623 olsun; darib de: m = 815 adedi intihab
edilsin. Yukardaki diistura tatbiken:

5623000 — 185.5623 = 5623000 — 1040255 = 4582745 olur.



Dordiincii Fasil
Taksim

19. Tarif: Iki aded-i tAmmin haric-i kismeti, bu adedlerin
a‘zaminda asgarin en biiylik aded-i tam kadar dahil olanidir.

20. Tembih: A ile B iki aded-i tam olsun. Ve A > B farz
olunsun. Ve tasavvur edelim ki, B adedi ayrica:

1,2,3,4,5,6,... (1)
adedleriyle darb edilerek:
B,2B,3B,4B,5B,6B,... (1)

adedlerini hustle getirmis olsun ki, bunlar ila-nihaye tezayiid
ederek gitmektedirler. (2) silsilesinin her haddi, B adedinin
tamamen herhangi bir misli kadardir. Birinci hadd, (B)yi bir defa,
ikinci hadd iki defa ve iiglinciisii 3 defa: ... 4’linciisii de 4 defa
havidir.

Bu husus bdylece takarriir ettikten sonra, A adedini (2) silsilesinin
muhtelif haddleriyle mukayese edelim:

Bu mukayesede iki hal karsisinda bulunuruz ya A adedi, tamamen
silsilenin bir adedine miisdvi ve mesela @B adedine miisavidir
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veyahut iki aded arasinda bulunur, yani @B’den biiyiik ve B(¢ +
1)’den kiigiiktiir. Bu halde ¢ adedi, her iki halde de A adedinde
B’nin en biiylik aded-i timmi kadar dahil oldugunu gosteriyor.
Yani bu iki adedin (¢) haric-i kismetidir. Gortiliyor ki, A ile B
adedlerinin haric-i kismeti bila-sek ve siibhe su miinasebata
muvafiktir.

Bo<A<B(p+1)

Eger A adedi "B"yi tamamen ¢ adedi kadar havi ise o halde,
yukariki miinasebat suna: A = B¢’ye tahavviil eder.

21. Da’va-yi Nazari: Her taksimde, makstim, bakinin di‘findan
a‘zamdir.

Mesela, D maksim, d kasim,? (¢) haric-i kismet, R de baki olsa,
D=d.¢+R
miinasebeti “taksim kavaidi miicibince” sahihtir.

Bu miinasebette ¢ haric-i kismeti, en asag1 vahide miisavi olabilir;
bu halde;

D=d.¢+R
miinasebeti de:
D=d+R
ifadesine tahavviil eder.

Lakin taksim kavaidindendir ki bakiler, kasimlardan asgardir. Bu
halde R < d oldugundan D > 2R olup matlib sabit olur.

3 Maks(miin aleyh dedikleri adede biz kisim diyoruz ki, hem muhtasar, hem de
daha vazihtir.
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Taksimin Tamam-1 Adedi Usulii ile Suret-i icras:

22. Bir adedin tamam-1 adedisini "5"inci maddede tarif ve
beyan etmis idik. Oraya miiracaatla tamam-1 adedi hakkinda
malumat alinabilir.

23. Da’va-yi Nazari: Eger, maksiima haric-i kismetle kasimin
tamam-1 adedisi hasil-1 darb1 zam edilirse, bu mecm, en yiiksek
adedi haric-1 kismet olmak iizere baki zuhur eder.

Bu tarifi iyice anlamak i¢in bir misal ile tavzih edelim:

Makstim: 795, kasim: 86 farz olunsun burada; eger maksiim olan
795 adedine kasimin tamam-1 adedisi olan "14" ile haric-i kismet
"9"un hasil-1 darb1 zam edilse yani:

795 +9.14 = 921

miinasebeti hasil olur ki, burada "921" adedinin son iki rakami
olan "21" adedi bakidir, "9" da haric-i kismettir. Iste bunu nazar-1
dikkate alarak da’va-yi nazarlyi anlamak pek kolaydir.

Simdi gelelim da’vanin ispatina:

Yukardaki simdi tavzih i¢in yaptigimiz misali alarak onunla ispati
icra edelim:

Kasimin tamam-1 adedisi: 100 — 86 = 14’tliir. Biz, kendi
bildigimiz taksimi icra etmis olalim. Onun kaidesi miicibince:

795 =986 +21 ..(1)
miisavatini yazmamiz lazim gelir.

Lakin yukardaki 100 — 86 = 14 miisavatindan 100 — 14 = 86
miunasebeti elde edilerek "1" miisavatinda mahalline vaz‘ olunsa:

795 =9.(100 — 14) + 21
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olup, bundan:
795 =900 —-9.14 + 21
Yahut:
795 + 9.14 = 921
olur ki, da’vamiz siibut bulmus olur.
Bu da’vay1 bir de umumi bir surette ispat edelim; bu taksimde:

D maksim, d kasim, R baki olsun. Ispati umumi bir surette
yapacagimiz igin, ta‘dad ve terkimdeki "10" kaidesi yerine "B"yi
kaide farz edelim. Kasim da n kadar rakami havi bir aded olsun.
Bu halde kasim olan d’nin tamam-1 adedisi:

B"—d=C ..(2)
olur.

Simdi adi taksimde yapilan ameliyat miicibince su miisavat husile
gelir:

D=d.o+R ..(3)
Burada (¢) kemmiyyeti haric-i kismeti gosterir.
(2) miisavatindan:
d=B"-C
istihrac olunup "3"te mahalline vaz* edilse:
D=¢eB"—-C)+R
Yahut:

D=¢@.B"—¢@.C+R
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Yahut:
D+¢.C=¢.B"+R ..(4)
olur.

Burada B kaide olduguna gore (10) ile irde olunur yani kaide
mesela (12) olsa, bu (10) kaidesi (12) diye okunur. Bu halde

@.B™ = 0000 ... nkadar sifir
dir.

Simdi (4) miisavatinda makstm olan D adedine haric-i kismetle d
kasiminin tamam-1 adedisi olan (C) adedi hasil-1 darb1 zam edilmis
su: @.B™ + R husiile gelmis, halbuki her taksimde baki kasimdan
asgardir. Oyle ise burada da R < d miinasebeti sahihtir. Bundan
baska da d < B™ olup bu takdirce: B™ > R gayr-i miisavati
sahihtir. Bu sebepten (4) miisavatinin sag tarafindaki ¢.B" + R
mecmtunda R + @000 ... nkadar sifir olup ¢ haric-i kismeti
R’nin en yiiksek mertebesindeki rakam olarak tezahiir etmis olur.

Daha ziyade tavzih-i meram i¢in R bakisini abc ... rakamlarindan
hasil olmus bir aded farz etsek yani R + @000 ... ve R = abc ...
olsa, mecmiunda mahalline konsa:

pabc ...

olmus olur ki, asil R bakisini yani maksim-1 ciiz’isini bulmak i¢in
bakinin en yiliksek mertebesini g¢eleriz, yani, hazt ederiz. Geriye
yalniz: abc ... bakisi kalir ki, bizim de istedigimiz budur.

23. Kaide: Kasimin tamam-1 adedisini alarak taksim
ameliyatin1 yapmak i¢in: Evvel-emirde, kdsimin ahad mertebesini
ondan ve sair mertebe rakamlarini 9’dan tarh ederek hustle
gelecek olan tamam-1 adediyi kdsimin iistiine yazmali ve sonra
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hari¢ kismini, eski usulde yani makstim ile asil kasim arasinda
taharrl ederek tayin etmeli ve bu haric-i kismeti, kdsimin tamam-1
adedisine darb ederek, hasil-1 darbt makstimun altina yazip bununla
cem‘ eylemeli ve sonra bu hasil-1 mecmiiun en yiiksek mertebesini
cizerek asil maksiim-1 ciiz’1yi yani bakiyi bulmalidir.

Birka¢ misal ile tenvir-i fikr edelim:

Mesela 8257369 adedinin 799 adedine taksimi matlib olsun.
Soylece yapmali:

201
8257369799
201 10334

1.02673
603

3.2766
603

3.3699
804
4503

Evvel-emirde 796 adedinin tamam-1 adedisini 201 bulduk;
kasimin istiine yazdik; sonra maksimdan 825 adedini bit-tefrik
799 adediyle adediyle mukayese ettik. 825 adedinde (1) defa dahil
oldugunu bulduk; simdi bu (1)i kasimin tamam-1 adedisi olan
(201) ile darb ederek bu hasili (825) altina yazdik ve bununla
cem‘ eyledik: 1026 adedi husile geldi ki, bunlarin en yiiksek
mertebesi olan (1)i geldik. Yani hazf ettik. Geriye kalan (26)
adedi asil makstim-1 cliz’iden yani bakiden ibarettir.

Iste, sonuna kadar bu minval iizere devam olunarak nihayette haric-
i kismetin 10334 ve bakinin de (503) adedlerinden ibaret
olduklar1 anlasilmis olur.

Bakiniz su asagidaki misalde ne kadar siihiilet var:
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Simdi bu misalde bir kere, 7636255 adedinin rakamlarindan
beherini 9999 adedi ile darb edeceginize yalniz vahid ile darb
ediyorsunuz; sonra her haric-i kismetin, maksiim-1 ciiz’ilerin en
ylksek rakamina miisavi olacagina da bi’l-isbat kanaat hasil ettiniz.
Bu halde haric-i kismet i¢in hi¢ diisiinmeye hacet kalmayarak
hangi maksiim-1 ciiz’ide iseniz, onun en yiiksek rakamini haric-i
kismet vermis olursunuz. Demek oluyor ki, bakilerin en yiiksek
rakami haric-1 kismetin “kontroldr”ii yani bir nevi murakibi olmus
oluyor.

Simdi yalniz bir cihet kaldi ki, onu da beyan etmeden gegcmeyelim.
O da sudur: Eger kasim, kendinden sonra gelen (10)un
kuvvetinden pek diin olur yani o kuvvetin nisfindan asag1 bir aded
olsa, onun tamam-1 adedisi kendinden biiyiik olacagindan matliib-1
siihiilet burada hasil olmuyorsa da, biz onun da kolayin1 bulduk. O
halde kasimin, kendinden sonra gelen (10)un kuvvetine gore degil,
kendinden sonra ilk gelen sifirli bir adede gore tamamisini aliriz.
1zah-1 meram edelim:

65



66

HESAB-1 NAZARI

Mesela, kasim 27 adedi olsun, o hdlde bunun kendinden sonra
gelen (10)un kuvveti 100°diir. Buna gore de (27) adedinin
tamami: 73’°tlr ki, kendinden biiyiiktiir. Bunu bdyle almayiz;
(27)den sonra ilk gelen sifirli aded (30)dur. Iste (27)nin tamamin
bu (30) adedine gore alirsak (3) buluruz [5’inci maddeye
miiracaat].

Yalniz bunda, 6teki usulden fazla bir fark var. Yine haric-i kismet
kasimin tamamina darb edilerek makstiimla cem‘ edilecekse de
mecmidan, hangi adede gore tamami alinmis ise o adedi haric-i
kismet darb olunup hasil-1 darb tarh edilir. Mesela,

3 3
869 |27
ARRET T
95
- 9
39
6
63
- 6
3

Burada (27) adedinin 3 tamamisini 30 adedine gore aldik ve (30)
adedinin en yiiksek mertebesini isgal eden (3) adedini maksimun
sol tarafina ve biraz yiiksege ve parantez dahiline yazdik. 11k haric-
i kismet (3)tlir. Bunun tamam-1 adedisi olan 3 ile darb1 9 eder. Bu
9 adedini maksimla cem* ederiz; 95 eder. Bu 95’ten haric-i kismet
olan (3)ii parantez dahilindeki (3) ile darb ederek hasil-1 darbi1 tarh
ederiz. Tefazul (5) olur. Yukardaki (9) adedini asagi alir; 59
adedinde (27), 2 kere vardir. Bunu da tamam-1 adediye darb
ederiz: 6 eder, 59 ile cem‘ edersek 65 adedi hasil olur. Bundan
3.2 = 6 adedini ¢ikaririz 5 kalir ki, 32 adedi haric-1 kismetten 5 de
bakiden ibaret olmus olur. Bu misalde (3)ler taaddiit ettigi igin



METIiN | 67

belki, tesvis-i ezhani micib olmustur. Baska bir misal daha
yapalim:

Burada, 469 kasiminin tamam-1 adedisini, kendisinden ilk gelen
sifirli (500) adedine gore aldik. (31) bulduk. Iste (500)iin (5)
rakamini makstimun biraz soluna ve bir (parantez) dahiline yazdik.
Birinci héric-i kismeti (1) bulduk; 31 ile darb ederek makstimla
cem‘ ettik. 756 hustle geldi. Haric-i kismetle (parantez)
dahilindeki (5)in hasil-1 darb1 olan 5.1 = 5 adedini 756 adedinin
en yiiksek mertebesinden tarh ettik. 256 hasil oldu. Iste bu minval
uizerine devam ederek, haric-i kismetin: 154 ve bakinin de 343
oldugu tebeyyiin etmis olur.

Tembih: Haric-1i kismetle (parantez) dahilindeki adedin hasil-1
darbim1 yazmak lazim degildir. Bunu zihnen tarh etmelidir. Ben
yazdim ama meramimi vuzihen anlatmak i¢in yazdim.

Bu tembih miicibince de bir misal yapalim da artik bu bahse
nihayet verelim:
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Iste burada haric-i kismet; 39857 ve baki de sifirdir. Yani makstim,
tamamen kasimla kabil-i taksim 1mis.

Kabiliyyet-i Taksim
[Bu mebhas Congruence miiteadillerden sonra tedris edilmelidir.]

24, Tarif: Herhangi iki aded-i tAmmin olursa olsun, hasil-1
darbi, o adedlerden beherinin mislidir. Misal, 64 adedi 16 adedinin
de 4 adedinin de mislidir. Ciinkii 4.16 = 64.

25. Tembih: Herhangi bir adedin olursa olsun, la-yuadd
misilleri vardir. Bu misiller de bu adedin:

1,2,3,4, ..

adedleriyle darbindan hasil olan adedlerdir. Bu misillerin en
kiictigli tabil, bu adedin vahidle hasil-1 darbidir. Yani adedin
kendisidir.
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26. Tembih: Bir a adedinin mislini ya biri kendisi olmak
tizere iki adedin hasil-1 darbi ile gosterilir. Veyahut:

mult.de a
rumuzuyla is‘ar ederler. Bu son rumuz (misl a) demektir.

Sunu da sdyleyelim ki: ki muhtelif aded aymi ifade ile yani,
mult. de a ifadesiyle gosterilebilir. Bu halde:

mult.de a — mult.de a
tefazuliine sifir nazariyla bakilamaz.
Mesela 48 adedi 12 adedinin 4 mislidir. Bunun i¢in:
mult.de 12

diye gosterildigi gibi, 36 adedi de yine 12 adedinin 3 misli
oldugundan bu da:

mult.de 12

rumuzuyla gosterilir. Fakat higbir vakit burada: mult.de a —
mult.de a fazli sifira miisavi olamaz. Gergi, buradaki a, 12
adedini gosteriyorsa da, birinci mult. de a 48 adedini, ikincisi ise
36 adedini irae ettiklerinden hicbir vakit: 48 — 36 tefazulii sifira
misavi degildir.

Hasili, vakta ki bir taksimde haric-1 kismet tamdir yani kasim olan

aded, maksimda tamamen, bila-baki dahildir, su ifadelerle yad
olunur.

A adedi B adedinin mislidir,
A adedi B ile kabil-i taksimdir,

B adedi A adedini tamamen taksim eder.
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Bunlardan baska:
A=B.h

ifadesinde, A adedi B ve h adedlerinden beherinin misli oldugu
gibi, B ve h adedlerinin beheri de A adedlerinin madribudur. Yani
deminki:

64 = 4.16

miisavatinda 64 adedi, 4 ile 16 adedlerinden beherinin misli
oldugu gibi, 4 ve 16 adedlerinin beheri de 64 adedinin birer
madrabudur.

Kabiliyyet-i Taksim Kavaidinin Taharrisi

27. Herhangi bir aded icin olursa olsun, kabiliyyet-i taksim
kavaidinin taharrisi hakkinda miiteaddit usuller vardir.

Surasini nazar-1 dikkatten dir tutmamalidir ki, bir adedin, diger bir
adedi tamamen taksim edip etmemesini taharri etmekten ise, bu
taksimden kalacak bakiyi aramak daha mantiki ve daha faidelidir.
Zira, baki malum olduktan sonra, kabiliyyet-i taksim kendi kendine
tezahiir etmis olur. Baki sifir ise birinci aded yani kdsim, ikinci
adedi tamamen taksim ediyor demektir.

28. Usullerden biri, (10) adedinin kuvvetlerini herhangi bir
adedle yani kabiliyyet-i taksimi murad olunan adedle taksim ederek
bunlarin bakilerini bulmaktir. Mesela 7 adedini ele alalim ve
(10)un kuvvetleriyle olan bakilerini taharri edelim:
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10°=1 )
101=3
102=2
10P=6=-1
b (muaddil?) ---(2)

10*=4=-3
10°=5=-2
106=1

=

Simdi, bi’l-farz: 89463571 adedinin (7) adediyle taksiminden
kalacak bakiyi bilmek i¢in yukariki (g) miinasebetini nazar-1
dikkate alarak sOyle yapmalidir.

10%1=11 )

101.7=37

102.5=25

103.3=-13

~— (muaddil 7)

10%.6 = -3.6

105.4=-24

102.9=19

107.8=38
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Bunlar taraf tarafa cem* edelim:

1+ 70+ 500+ 3000 + 60000 + 400000 + 9000000
+ 80000000
=11+37+25-13-36—-24+19+38

Veyahut:

89463571 =11+4+3.7+25-13-36—-24+19
+ 3.8 (muaddil 7)

olur ki bundan su kaide tahaddiis eder.

Kaide: Bir adedin (7) adediyle taksiminden kalacak bakiyi bilmek
icin, evvel-emirde bu adedi sagdan sola dogru iicer iicer kisimlara
ayirmali; sonra sagdan birinci kismin ahad mertebesinden bed’ ile
rakamlar iistline sira ile: 1,3, 2 yazmali; ikinci kisim i¢in de ayni
vech ile yapmali; yalniz bu adedleri (=) isareti ile kaydetmelidir.
Hasili sagdan itibaren sola dogru, ii¢ rakamli her tek siradaki kisma
miisbet, her ¢ift siradaki kisma da menfi olarak 1,3,2 adedleri
yazilip mukabil rakamlarla darb edilmeli ve tek sira rakamlar
mecmiu ile ¢ift sira rakamlar mecmtu beynindeki fazli alarak
bunu (7) ilizerine taksim etmeli. Bu taksimden kalan baki sifir ise
bu aded (7) ile kabil-i taksimdir, eger baki (7)den kiigiik miisbet
bir aded ise bu aded bakiden ibarettir.

Su ta‘rifat sdylece hiilasa edelim:

1.1=137=21,25=10,—-13=-3,-3.6 = —18,-2.4
=-819=938=24 =1+21+10+9 + 24
=65—-3—-—18—-8=-29,65—-29 =36
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Neticede 36 adedi zuhur etti. Bunu 7 ile taksim edersek bakinin
vahid (1) oldugunu anlariz. 89463571 adedini daha basit bir hale
getirdikten sonra hakkinda yapilan muamele icra edilirse daha
kolaylik elde edilir. Bu adedi daha basit bir hale vaz® etmek ise, bu
adedi terkib eden rakamlardan (7) adedine miisavi veya bu adedi
tecaviiz eden rakamlari; (7)nin ma-diinuna indirmek i¢in bunlardan
(7) adedi tarh edilmelidir. Soyle yapmali:

89463571 = 12463501 (muaddil 7)

Iste simdi bu: 12463501 hakkinda da deminki kaideyi tatbik
edersek, ayn1 neticeyi elde etmis oluruz. Iste sdyle:

231

501

31§-2-3-1
121463

1.1=1,3.0=0,25=10,—-13=-3,-3.6 = —-18,-2.4
=-812=2,31=3

olur. Miisbetleri ayri, menfileri de ayr1 cem* edelim:
1+0+10+2+3 =16,
—-3-18—-8=-29
—29 4+ 16 = —13 (muaddil 7)
(—13)e, muaddil olan (7)nin 2 mislini zam etsek:
—13 + 14 = 1 (muaddil 7)
olup matliiba erigsmis oluruz.

29. Yukarda yapilagelen (7) adedi hakkindaki ayni usul ve
muamele her aded hakkinda da caridir. Fakat bunlar adeta her
hesab kitabinda zikr ve beyan olundugu i¢in biz bunlardan sarf-1
nazar ederek bizim kendi buldugumuz ve her aded hakkinda cari
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olan umumi bir kaidenin ispat ve tatbikatini verecegiz. Biz bu
usulii “Wronski” nam Lehli riyazi-yi sehirinin asarindan miilhem
olarak bulduk. Pek giizel, pek elverisli bir usuldiir.

Vakia “Wronski” de bir usul vermis ise de bunun usulii yalniz
a‘dad-1 asliyye ile kabil-i taksim usuliidiir ki, bu her aded hakkinda
cari degildir. Bundan bagka da taksimden kalan bakiyi veremez.
Ancak kabil-1 taksimin miimkiin olup olmadigim1 gdosterir ki, asil,
ekser ahvalde matlib olan bu degildir. En ziyade aranilan sey
bakidir.

[Kabiliyyet-i Taksimin Kaide-i Kiilliyesi]
/ Benim Buldugum Kaide

30. Umumi Ispat: B adedi, ta‘dad ve terkimde (10) yerine,
bir siiret-i umimiyyede kaide farz olunsun. Su:

Bm+R

sekillerinde, her aded-i tdim veya o adedin herhangi bir misli
dahildir. Buna dair biraz izahat verelim:

Kaide (10) olduguna gore yazilmig 37 adedini bu sekillerden
birine — yani miinasibine — irca i¢in:

B=100m=4R=3
farz edilerek, (—) isareti de alinirsa,
37=40-3
olmus olur ki, 37 adedi Bm — R sekline irca edilmis olur.

Kezalik, 33 veya 11 adedlerinin misli olan 99 adedini de bu
sekillerden miinasibine irca igin:
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B=1000m=1,R=1
Ve sekillerdeki yine (—) isareti alinirsa:
100x1-1=100—1=99

olur. Ve hakeza, 23 adedi de: 23 = 20 + 3 gibi bir sekle ifrag
edilir.

Simdi, herhangi bir N adedinin olursa olsun bir d adedi {izerine
taksiminden kalacak bakiyeyi bulmak matlab olsun. Bu halde:

Bm+R

sekillerinden biri, ya o adedin yani d adedinin kendisine veyahut d
adedinin herhangi bir misliyle bir bakiye mecmiu-u cebrisine
miisavidir. Herhalde:

Bm + R = 0 (muaddil d) ...(1)
miiteadili sahihtir.
Simdi, N adedi:
ab,ce, .., u

gibi erkdm-1 kesireden ibaret bir adedi irae etsin. Ta‘dad ve terkim
kaidesi muicibince, bu aded soyle yazilir:

N = abce ...u

Bu adedin ahad mertebesini isgal eden u rakamini ayirdiktan sonra

kalacak sair bi’l-ciimle aseratin1 (D) ile gosterelim. Bu halde bu
adedi,

BD +u

ile irde edebiliriz.
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Simdi, N adedinin d iizerine taksiminden kalacak olan mechul
bakiyyeyi r ile gostermis olsak su:

BD + u = r (muaddil d) ...(2)
miiteadilini yazabiliriz.

Evvel-emirde, (1) miinasebetinden yalniz (+4) isaretini alarak
(—)yi simdilik terk edelim. Ve (1) ile (2) miinasebetlerini birbiri
altina sdylece yazalim:

Bm+R=0

b+ =} (muaddil d)

Bunlardan birinci miiteadili D ile, ikinciyi de m ile darb edersek:

BDm+DR =0

BDm 4+ um = rm} (muaddil d)

olur.
Ikinci miiteadili birinciden tarh edelim:

RD —um = —rm (muaddil d)
olur.

Burada RD —um = N’ tefazulii bir aded-i tamdir. Ve asil N
adedinden kiiciiktiir. Lakin eger yine miiteaddit rakamlar1 havi
bliyiicek bir aded ise, bu halde bu adedi de, daha kii¢iik bir adede
irca etmek lazimdir. Bunun i¢in de yine yukardaki ayn1 usulii tekrar
etmek icap eder. Yani sdyle:

N’ adedinin 4had rakamini u’ ve bu rakam ifrar edildikten sonra,
kalan bi’l-cimle aseratin1 da D' ile irde etsek, yine ber minval-i
mesrih:

BD'+u' = —rm

A } (nuaddit )
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yazariz ve bunlardan deminki gibi,

! l —_ _ 2
BmD" +um = —rm }(muaddil d)
BmD' + RD' =0

miiteadillerini husiile getiririz. Birinci miiteadili ikinciden tarh
edelim:
RD' —u'm = rm? (muaddil d)
olur. Ve yine
RD' —u'm=N"

adedi de hem N den hem de N’ adedlerinden kiigiiktiir. Eger bu
aded de kafi derecede kiiciik degilse, yukardaki usuliin aynin1 takip
ederek daha kiiciik bir aded bulunabilir. Yani, N'' adedinin dhad
rakamin1 u”" ve bu 4had rakami ayrildiktan sonra kalan bi’l-ctimle
aserat kismin1 D"’ ile irde etsek:

n " — 2
BD" +u" =rm }(muaddil d)
Bm+R=0

miiteddilleri tahaddiis eder. Iste tipki yukardaki gibi hareket
edilerek:

RD" —mu" = —rm3
miiteadili husile gelir.

Eger bu tefazulden hasil olan aded de matlib-1 vech ile asgar
degilse, ayn1 ameliyati icra ederek, nihayet istenildigi kadar kii¢iik
bir aded elde edilebilir.

Suna dikkat etmek lazimdir ki, her ameliyyenin neticesinde bir
miiteadil elde ediliyor ki bunun birinci tarafi umumiyetle:

RD —mu

77
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tefazuliinden, ikinci tarafi ise:

+rm™

seklinden ibarettir.

Bu son sekilde ise eger n adedi [ki hem m adedinin {is rakamini,
hem de ameliyatin adedini gosterir] zevc ise (+) isareti, yok ferd
ise (—) isareti alinmalidir.

Buraya kadar yapageldigimiz ispat, (1) miinasebetindeki Bm + R
seklinin st isaretini alarak vuku buldu. Eger alt isareti olan (=)
isareti alinarak (Bm — R) seklini intihap edip de ayni ameliyati
icra eylemis olsak, ayni neticelere — yalniz bir fark ile — dest-res
oluruz. O fark da sudur; her ameliyenin neticesinde:

RD + mu = rm" (muaddil d)

seklinde bir miiteadile tesadif edilir ki, bunun digerinden farki,
birinci tarafin ortasindaki isaretle sag tarafin isareti her zaman (+)
olarak zuhur etmesinden ibarettir.

Mademki her ameliyyenin neticesinde su:
RD + mu = rm"™ (muaddil d)

seklinde bir miiteadil elde ediliyor; bu halde soyle bir kaide-i
kiilliye tezahiir ediyor:

Kaide-i Kiilliye: Herhangi bir N adedinin olursa olsun, bir d adedi
lizerine taksiminden kalacak bakiyeyi bulmak icin, evvel-emirde d
adedini (Bm + R) sekillerinden bir miinasibine irca etmeli; sonra,
N adedinin ahad mertebesini isgal eden rakami bir hat ile tefrik
eylemeli; ba‘dehu, N adedinin ifraz olunmus bi’l-climle aseratin1 R
adediyle ve ahad rakamini da m adediyle darb etmeli; birinci hasil-
1 darbdan ikincisini tarh eylemelidir veyahut bu iki hasil-1 darbi
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cem‘ etmelidir. Eger, (Bm + R) sekli alinmis ise tarh ameliyyesi
ve eger (Bm — R) sekli intihap olunmus ise cem‘ ameliyesi icra
edilmelidir. Her ameliyyede: N,N',N", ... adedleri yekdigerinden
kiiciik bir adede irca edilirler. Iste, bu minval iizere devam edilerek
ise elverecek derecede asgar bir aded ve mesela bir P adedi elde
edildigi gibi ameliyatin adedi ta‘dad olunur. Farz edelim ki,
ameliyat n kere tekrar etmis bulunsun, bu halde:

+rm™ = P (muaddil d) ...(3)

miiteddilini tesis ederek, eger (Bm — R) sekli alinmig ise +rm"
ifadenin (+) isareti ve eger (Bm + R) sekli alinmis ise, iis n ¢ift ise
(+), ferd ise (—) isareti intihap olunur. Bu isaret hususu da bu
vech ile tayin edildikten sonra (3) miiteddilinde mechul olan r
bakiyyesi halledilerek, N adedinin d iizerine taksiminden kalan
bakiyye bulunmus olur.

Tatbikat

31. Misal: 6793 adedinin 43 adedi uzerine taksiminden
kalacak bakiyeyi bulmak matlib olsun.

Bm+ R seklinde, B=10,m =4,r =3 farz edilirse bunlar
sekilde yerine vaz‘ ile:

410+ 3 =43

Bunlar1 nazar-1 dikkate aldiktan sonra, su asagida tarzda ameliyata
devam olunur:

m=4

R=3
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6793
3|4
2037
12
202|s
3|4
606
20
s8|6
3|4
174
24
150
3l4
45
0
45

Burada ameliyatin ka¢ defa tekrar ettigini bilmek i¢in ahadleri
ayiran hutit-1 sakuliyyeyi saymak kafidir. Burada bunlar 4 tanedir.

Bu halde aded-i ameliyat gifttir. Oyle ise su:
4*r = 45 (muaddil 43)
miiteadilini halletmek lazimdir. O da sdyle hallolunur:
256r =45 (muaddil 43)
Veyahut:
—2r =2 (muaddil 43)

Veyahut:
r=—1 =42 (muaddil 43)
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olup matliib olan bakinin 42 adedinden ibaret oldugu tebeyyiin
etmis olur.

32. Tembih: Pek bedihidir ki, herhangi bir N adedinin olursa
olsun, bir d adedi iizerine taksiminden kalacak bakiyi tayin etmek
icin N adedini dogrudan dogruya d adedi lizerine taksim etmek su
yapageldigimiz ameliyattan daha kisa ve daha kolaydir. Lakin bir
kere bu umumi ispat yapilip takarriir ettikten sonra, Bm + R
sekillerinde bazi ta‘dilat icra ederek gayet sehl, gayet miifid ve
gayet stimullii usuller bulmak miimkiindiir.

Surasini da miithim olarak beyan edelim ki, kabiliyyet-i taksim
bahsinde 2 ile 5 adedlerini asla nazar-1 itibara almayacagiz. Ciinkii
bunlar hakkinda kabiliyyet-i taksim pek basittir.

Bu iki adedi bertaraf ettikten sonra, geriye yalniz tek adedler kalir
ki, bunlar da su:

1,3,7,9

adedleriyle miintehidirler. Bu halde:

Bm + R
sekillerinde
B =10,10%,103 ...

Yani 10 adedinin kuvvetleri farz edilip R adedi de (1) tasavvur
olunsa, yukardaki sekiller evvel-emirde (10m + 1) sekillerine irca
edilir. Simdi bir iki misal tatbik ederek bundan evvelki ameliyatin
ne derecede hafiflestigi anlasilir. Bundan sonra da yine daha basit
sekillerle, ameliyat1 biisbiitiin tahfif edecegiz.
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Yalniz surasim1 soyleyeyim ki, deminden erkam-1 ferdiyye-i
miis‘ire sunlardan:
1,3,7,9 ibarettir (5 adedini bertaraf ediyoruz) demis idik. 1 ile 9
adedleri 10m + 1 seklinde dahildir. Yani m aded-i tammi ne
olursa olsun, nihayeti sifir ile miintehi oldugundan, eger (+)
isaretini alirsak, bir aded zuhur eder ki, nihayeti vahidden ibarettir.
Eger (—) isaretini alirsak 9 ile miintehi bir aded elde etmis oluruz.
Bu takdirce herhalde 1 veya 9 ile miintehi adedler hustile getirmek
pek kolaydir.

Simdi 3 ve 7 rakamlariyla miintehi adedler kaldi ki, boyle adedleri
de nihayeti 1 veya 9 rakamlariyla miintehi adedlere tahvil etmek
pek kolaydir. Soyle ki: 3 ile miintehi bir adedi 3 ile darb edersek 9
ile miintehi bir adede tahvil etmis oluruz. Mesela 13 adediyle
kabiliyyet-i taksim taharri etmek matlib olsun. Biz 3.13 = 39
adedini alir muamelati 39 adedi {izerine yapariz. Veyahut 7.13 =
91, 91 adediyle muamelat: icra ederiz. Kezalik, 17 adediyle
kabiliyyet-i taksim taharrisinde yine 3.17 = 51 veya 7.17 = 119,
yani 51 veya 119 adedleriyle muamelata girisiriz. Bu sebepten
herhalde her ferd adedi (10m + 1) sekillerinden birine irca
edebiliriz.

Misal 1: Farz edelim ki, 75923 adedinin (7) adedi tizerine
taksiminden kalacak bakiyi bulmak matlib olsun. Séylece yapmali:

3.7 = 21 olur. Seklimizi de yazalim: 10m + 1 burada (+) isareti
alinacaktir. m = 2 farz edilince sekilde 21 adedi zuhur eder. Simdi
(m)nin miisavisi olan 2’yi nazar-1 dikkate alarak ameliyata
bashiyorum:
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75923 m=2

758|6
12

746

12
6|2
4

Buradaki sakuli ¢izgiler (4) defa ameliyat yapildigin1 gosteriyor.
Bu halde;

2% = 2 (muaddil 7)
Yahut:
16r = 2 (muaddil 7)

Burada (muaddil 7)nin iki misli olan 14 adedini (16)dan tarh
ediyoruz ki caizdir. (Miiteadiller bahsine miiracaat).

2r = 2 (muaddil 7)
Yahut:
r =1 (muaddil 7)

olup bakinin 1°den ibaret oldugu anlasilmis olur.

Misal 2: 279359 adedinin 29 adedi Uzerine taksiminden kalacak
bakiyi bulmak matlib olsun. Soyle yapmali:
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10m—1
m=3

3%r = 46 (muaddil 29)

Yahut:

81r = 46 (muaddil 29)
Yahut:

81r = 46 + 29 = 75 (muaddil 29)

Yahut:

27r = 25 (muaddil 29)
Veyahut:

27r —29r = 25 - 29
Veyahut:
—2r = -4

Veyahut:

r = 2 (muaddil 29)
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olup bakinin (2) oldugu bilinmis olur.

Misal 3: 6927237 adedinin 41 adedi tzerine taksiminden kalacak
bakiyi bulmak matlibdur?

Burada, m = 4’tiir.
104+1=41

Oyle ise sdyle hareket etmelidir:

6927237  m=4
28

Burada son baki: 41°dir.

Oyle ise 6927236 adedi (41) ile tamamen kabil-i taksimdir.
Ciinkii kaidemiz micibince su:

—45r = 41 (muaddil 41)

miiteadilini halletmek i¢in evvel-emirde bu miiteaddilin sag
tarafindaki 41 adedinden muaddil (41) adedi tarh edilse:

—1024r = 0 (muaddil 41)
olur.

Tarafeyni (—1) ile darb etsek:
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1024r = 0 (muaddil 41)

olup 1024 adedi (41) ile miitebayin oldugundan tarafeyni 1024 ile
taksim etsek:

r = 0 (muaddil 41)

olur ki bunun manasi r bakisi (41) iizerine taksim edilse, higbir
sey artmaz. Yani r, (41) ile kabil-i taksimdir.

Misal 4: 535707 adedinin (79) adedi iizerine taksiminden kalacak
bakiyi bulmak matlib olsun.

Bundan evvelki misallerde oldugu gibi hareket etmelidir:

n

[F%)

\
o)

O
Q—
-
B
Il
)

wn
VS

= Oy
ol

O e—

\

o0 L

[

(o))
(]

8% = 62 (muaddil 79)

Yahut:

4096r = 62 (muaddil 79)
Veyahut:

2048r = 31 (muaddil 79)
Veyahut:

73r = 31 (muaddil 79)

Veyahut:
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—6r = 48 (muaddil 79)
Ve nihayet:
r = 8 (muaddil 79)
olup bakinin 8 oldugu anlasilmis olur.
Bir misal daha yaparsak, iyice tavzih-i meram etmis olacagiz.

Misal 5: Farz edelim ki, 3973 adedinin (43) adedi iizerine
taksiminden kalacak bakiyi bulmak matlib olsun.

Burada 43.3 = 129 olup, m = 13 olur.

39
5316
78

13]1
13
26

497|3 m=13

133r = 26 (muaddil 43)
Yahut:
2197r = 26 (muaddil 43)
Yahut:
47r = 26 (muaddil 43)
4r = 26 (muaddil 43)
2r = 13 (muaddil 43)

2r = 56 (muaddil 43)
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En nihayet:
r = 28 (muaddil 43)
olup matlib olan bakinin (28) oldugu anlasilmis olur.

Bu usulii daha hafiflestirmek, daha basit bir hale koymak i¢in sdyle
yapacagiz:

B =10,10% 103,104, ...,10™

Yani, kaideyi (10) ve (10)un kuvvetleri farz edelim. Bununla
beraber de:

R=1m=1
miisavilerini tasavvur eyleyelim:

Bir kere burada R = 1,m = 1 oldugundan ve (m)nin yani vahidin
herhangi kuvvete ref‘i olursa olsun yine vahide miisavi
oldugundan, bu takdirce (3) ile irde olunan su:

rm™ = +p (muaddil d)

miiteadili ortadan kalkmis olur. Ve su cetvel viicuda gelir:

Sekiller | Adedler | Kdasimlar

1|10m+1 |11 11

2| 10m-1 9 3,9

3| 100m+1 | 101 101

4| 100m-1 |99 3,9 11,33, 99

5|100m+1 | 1001 7,11, 13,77, 91, 143, 1001

6 | 1000m-1 | 999 3,9 27,37, 111, 333, 999
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Yukarda yapilan ispat ile bunun tavzihi i¢in getirilen misaller iyice
nazar-1 dikkate alinirsa bu cetvelin anlasilmasi i¢in hi¢ de giicliik
¢ekilmezse de, biz buna dair bazi izahat verelim:

Evvel-emirde, yine tekrar ederek soyleyelim ki, (10m + 1)
sekillerinde (10m + 1) alinirsa, ameliyat tarh ile, (10m —1)
intihab olunursa cem® ile icra edilir. Simdi gelelim izahata:

I’inci sekil: (10m + 1) olup burada ve bundan boyle cetvelin her
yerinde m = 1 farz edildiginden (10m + 1) = 11 olup kaide (10)
oldugundan maksiim olan adedin her rakamina birer birer tarh ile
muamele edilecektir.

Misal 1: Farz edelim ki, 786329 adedinin 11 iizerine taksiminden
kalan bakiyi bulmak matlab olsun.

Bu husus {i¢ tiirlii kabil-1 haldir. Ciinkii cetvele bakinca: birinci,
dordiincii ve besinci hanelerin kasimlari meyaninda (11) adedine
tesadiif olunur.

Birinciye gore soyle muamele edilir:
78632|9 m=1
7867|3
785|9
77|6
7|1
1

-6
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Burada ¢izgiler 5 adeddir. Yani bes ameliyat icra edildiginden 6
bakisi (—) isaretini alir ki, buna muaddil (11)in bir misli zam
edilse —6 + 11 = 5 olup bakinin 5’ten ibaret oldugu anlagilir ki bu
kaide biitiin hesab kitaplarinda su kaidenin aynidir:

“Bir adedin 11 adedi lizerine taksiminden kalan bakiyi bulmak i¢in
sOyle yapmalidir: Adedin tek hane rakamlar1 mecmiundan, ¢ift
hane rakamlari mecm{unu tarh etmeli: hasil-1 tarh kalan bakidir.
Eger cift rakamlar1 mecmiu, tek rakamlar mecmtiundan biiytik ise,
baki (—) tarafindan kalir ki bunu miisbet yapmak i¢in (11)in
liizumu kadar emsali buna zam olunur.”

4’lincii siitundaki goriilen (11) adedine gore soyle icra-y1 amel
olunur.

Bu siitundaki sekil: 100m —1 oldugundan burada kaide
(100)°diir. Yani her iki rakam bir rakam gibi telakki olunmalidir.
Bu halde adedin sagdan sola dogru ikiser rakamini birer hat ile
ifraz etmeli ve bunlar1 birbiri altina yazarak cem* eylemeli ve iki
rakam kalincaya kadar ameliyata devam etmelidir. Yani soyle
yapmalidir:

7863|129
63
78
1]70
1

71

Simdi su (71)den (11)in en yakin misli olan 66 adedi tarh edilse:
71—-66=5

kalir ki, iste bu 5 adedi aranilan bakiden ibarettir.
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5’inci siitundaki goriilen 11 adedine gore de sdyle muamele icra
olunmalidir. Buradaki sekil: 1000m + 1 dir. Bunda kaide
1000°dir. Yani her {i¢ rakam bir rakam yerine kaimdir. Bunun i¢in
verilen aded, sagdan sola dogru tiger iicer ifraz edilmeli ve birinci
kismin istiine (+), ikinciye (—) velhasil tek kisimlar iistiine (+),
cift kisimlar Tstiine (—) isaretleri vaz‘ edilerek miisbetler
mecmuundan menfiler mecmtunu tarh etmelidir. Hasil-1 tarh1 (11)
adedi lizerine taksim eylemeli; tefazul bakiyi gostermis olur. Soyle
yapmali:

Mesela: 89257631 adedinin (11) tlizerine taksiminden kalacak
bakiyi bulmak matlib olsun.

+o— .+
891257)631
89

T30

— 257
+ 463

Goriiliiyor ki, bu ameliyattan sonra: 463 adedi hasil oldu. Bunu
(11) tizerine taksim edersek veya daha iyisi 11 hakkinda yukarda
yapmis oldugumuz ikinci kaideyi tatbik edersek:

4163
4
67

olur. Bu (67)nin (11) {izerine taksiminden (1) kalir ki, iste
aranilan bakinin vahidden ibaret oldugu anlasilmis olur.

Tembih: Her hesab kitabinda (11) adedi i¢in, bizim burada birinci
olarak gosterdigimiz kaide beyan olunmustur. Halbuki bizim ikinci
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kaidemiz herhalde birinciye, gerek siihlilet cihetiyle, gerekse yalniz
cem‘ ameli ile yapildigindan menfilik kiilfetinden azade olmak
haysiyetiyle miireccahtir.

Bir misal de 6’1nc1 siitundaki adedler i¢in tatbik edelim:
Farz edelim ki: 8976317 adedinin:
3,9,27,37,111,333,999

adedlerinden beheri tizerine taksiminden kalacak bakileri bulmak
matldb olsun.

Cetvelde 6°nct hatt-1 ufki hizasinda:  (1000m — 1) sekline
bakilirsa, bu adedlerin kaffesi orada goriiliir. Bu sekilde kaide
(1000) oldugundan, 8976317 adedi sagdan sola dogru iiger iiger
ayrilmali ve bu kisimlar cem* edilmelidir. S6yle yapmali:

17
7

8]976|3
976
8

Asikardir ki, bu 8976317 adedinin 333, 999 adedleri iizerine
taksiminden kalan baki 302 adedidir. Ciinkii bu aded 333 ve 999
adedlerinin beherinden kii¢iiktiir. Bunlardan sonra:

3,9,27,37,111

adedleri kalir ki, aded-1i mefriizun bu adedler {izerine taksimiden
kalan bakileri bulmak i¢in 302 adedini bu adedler {lizerine sirasiyla
taksim edersek bakiler de sirasiyla sunlardan ibaret olarak
bulunurlar:

2,5,5,6,80
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Misal: 9635247 adedini:
7,11,13,77,91,143,1001
adedleri Uzerine taksimlerinden kalacak bakileri bulmak matlibdur.

Burada (1001) adedi: (1000m + 1) seklindedir. m = 1’dir. Bu
halde su asagidaki gibi hareket etmelidir:

+
247
-9

+
916
2

ntl

O\

O

7

(8]

Goriiliiyor ki, burada zaidler mecmtiu: 256 adedine miisavidir.
Bunu menfi olan (—635) adedinden tarh ediyoruz, geriye; (—379)
adedi kaliyor; simdi bu: (—379) adedini:

7,11,13,77,91, 143

adedlerinden beheri iizerine taksim ederek ve haric-i kismetleri
vahid fazlasina alarak [Ciinkii 379 menfidir. Halbuki bakiler
miisbet olmak lazimdir], miiteakiben su bakileri elde etmis oluruz
ki, dogrudur:

6,6,11,6,76,50

Aded-i mefrizun (1001) {izerine taksiminden kalan bakiyi bulmak
igin ise (—379) adedine (1001) adedini zam etmek kafidir.

1001 — 379 = 622

Tembih: Yukardaki cetvelin 5’inci hatt-1 ufki hizasina bir goz
gezdirilecek olursa birgok adedler meyaninda 7 ile 13 adedlerinin
ayni1 usul ve kaideye tabi olduklar1 goriiliir.
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Yani bu iki adedlerle bir adedin taksiminden kalacak bakileri
bulmak i¢in burada kaide (1000) oldugundan, adedi sagdan sola
dogru iicer iiger kisimlara ayirmali ve birinci kismin [sagdan bed*
ile sola dogru] dtstine (+), ikinci kismin dstine (—) ...ilh
miinavebeten biri (+), biri (—) isaretlerini koymali; ba‘dehu
bunlar1 isaretleri mdcibince 1slah etmeli; son neticeyi, (7 ile
kabiliyyet-i taksim matlib ise) 7 iizerine, yok 13 ile kabiliyyet-i
taksim murad olunuyorsa 13 f{izerine taksim eylemeli; bu
taksimlerden kalacak bakiler matliib bakilerden ibarettir.

Misal: Farz edelim ki 14447023835391 adedinin, 7 ve 13
uzerine taksimlerinden kalacak bakileri bulmak matlab olsun.

Soyle yapmali:
+ - = =1 | [
14] 447]023)835]391
-835 +23
282 -
g s
—854

Netice (—854) zuhur etti; yani zaidler mecmiu ile nakislar
mecmuu ile nakislar mecmtunu yekdigerinden tarh ettik, menfiler
miisbetlerden a‘zam oldugu i¢in menfi olarak (—854) zuhur etti.
Simdi bu adedi 7 iizerine taksim edersek bakiyi sifir buluruz ki,
aded-i mefrizun 7 ile kabil-1 taksim oldugu anlagilir.

Ve yine —854 adedini 13 lizerine taksim ederek haric-i kismeti de
vahid fazlasina verirsek (4) adedini bulmus oluruz ki, filhakika da
bu (4) adedi matlib bakiden ibarettir.

skoksk

Ihtar: Yukardan beri bi’l-isbat (misalleriyle) zikr ve beyan
edegeldigimiz (kabiliyyet-i taksim) kaide-i kiilliyyesini iyice
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tefehhiim edenlerin, bu husus ic¢in baska kavaide lizum
hissetmeyecekleri gibi, bu kaidenin herhangi bir ferd adedi igin
olursa olsun kabil-i tatbik oldugu da nazar-1 itibara alinirsa, bu
kaidenin gayet stimullii ve umumi oldugu tezahiir etmis olur.

Kariin-i kiramin bundan pek cok istifade edecekleri siiphesizdir.
Bu istifadelerini, ben duydukea, isittikce pek biiyiik bir hiss-i
iftitharla miitehassis olacagim tabfiidir.

Nasil bir hiss-i iftiharla miitehassis olmayayim ki, bu ¢etin ve fakat
ilm-1 a‘dadda en miihim rol icra eden ve pek ziyade kullanilan
boyle bir kaidenin kasifiyim.

kksk

Ihtar: (Kabiliyyet-i taksim) ser-namesi altinda da beyan ettigimiz
gibi, burada da tekrara lizum gordiigiimiiz pek mithim bir madde
sudur:

Bu bahis, yani kabiliyyet-1i taksim bahsi, [Miiteadiller -
Congruences] nazariyyesinden sonra tedris edilmelidir ki, layikiyla
anlagilabilsin. Biz programdaki sirayr bozmadik; onu takip ettik.
Yoksa, evvel-be-evvel miiteadiller bahsini ve sonra da kabiliyyet-i
taksim nazariyyesini yazmay1 tercih ederdik. Ve mantiki hareket de
bu idi.

koksk
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Besinci Fasil
Sekli Adedler

33. Bir N adedi, kendisiyle vahidden baska hicbir adedle
kabil-i taksim degilse, bdyle adede “aded-i asli” derler. Iste su:

2,3,5,7,11,13,17, 23,29 ...
adedleri aslidir.

34. Asli olmayan her aded miirekkebdir. Ve bdyle bir aded,
diger baz1 a‘dad ile kabil-i taksimdir:

4,6,8,10,...,15,16,18, 20,22, ...
adedleri murekkeb adedlerdir.

Miirekkeb bir adedin en kiiciik kasimi, bir aded-i aslidir. Zira eger
N asli bir aded degilse, bir N; adedi ile kabil-i taksimdir. Bu aded
de 1 ile N arasindadir. Yani vahidden biiylik, N’den kiictiktiir. Eger
N; adedi asli degilse, bu da bir N, > 1 adediyle kabil-i taksimdir.
Ve bu N, adedi, N adedinin de kasimidir. Zira, eger N adedi N,
adediyle kabil-i taksim ise N = N;.q miinasebeti mevcuttur. Ve
eger N; adedi N, adedi ile kabil-i taksim ise N; = N,.q" ve bu
cihetle N = N,. q.q' miisavati hasildir.
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Eger N, adedi de asli degilse, diger bir N; > 1 adediyle kabil-i
taksimdir. Iste bu minval {izere devam edilirse nihayette bir N,
aded-i aslisine tesadiif edilecegi siiphesizdir ki iste bu aded, aded-i
miirekkebin en kii¢iik kasimi ve asli bir kasimidir.

35.  Silsile-1 a‘dad-1 asliyye na-mahduddur.

Simdi, biz ne kadar a‘zam olursa olsun bir N aded-i aslisi verildigi
halde, bundan daha biiyiik bir aded-i aslinin mevcut oldugunu ispat
edecegiz. P(N) rumuzuyla yekdigerine madrib 2 adedinden
itibaren N aded-i aslisine kadar bi’l-climle a‘dad-1 asliyye hasil-1
darbini irde edelim. Yani soyle:

P(N) = 2.35.711..N [H]
Ve: P(N) + 1 ifadesini tasavvur edelim.

Bu ifade: 2,3,5,...,N a‘dad-1 asliyyesinden higbiriyle kabil-i
taksim degildir. Ciinkii eger bunlardan mesela N’den kiigiik bir d
aded-i aslisiyle kabil-i taksim ise, bu halde bu aded [H]
silsilesindeki adedlerden biri olacagi cihetle P(N)’i tamamen
taksim eder.

P(N) ve P(N) + 1 ifadelerini tamamen taksim eden d adedinin,
bunlarin tefazulii olan 1’1 de taksim etmesi lazim gelir ki bu
muvafik-1 hakikat degildir.

Bu halde eger P(N) + 1 aded-i asli ise, da’vamiz siibut bulur.
Ciinkii bu aded N adedinden a‘zamdir. Yok, bu aded asli degilse,
bunun bir kasimi ve en kii¢iik bir kasimi vardir ki, bu da aslidir. Bu
asli kdsimin herhdlde N adedinden biiylik olmas1 iktiza eder. Bu
takdirce N aded-i aslisi ne kadar a‘zam olursa olsun, bundan biiytik
diger asli bir aded mevcuttur. Bu sebepten silsile-i a‘dad-1 asliyye
na- mahduddur.
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36. Ekseriyetle, silsile-i a‘dad-1 tabiiyyede a‘dad-1 asliyyeye
pek nadir olarak tesadiif olunur. 1’den 1000 adedine kadar
(bunlarin i¢inde 1 dahil degildir) 168 a‘dad-1 asliyyeye tesadiif
olunur. 1000 ile 2000 arasinda 135, kezalik, 199000 ile 200000
arasinda 77 ve keza 10000000 adedi ile 10001000 adedi
meyaninda 71, 108 ile 10% + 1000 adedleri arasinda 54 ve keza
10° ile 10°+ 1000 adedleri meyanminda 49 a‘dad-1 asliyye
mevcuttur.

Simdiye kadar malum olan a‘dad-1 asliyye cetvelleri nihayet
(10017000) adedine kadar gidebilmistir. Bu cetveller de [Lehmer]
cetvelleridir.

37. Pek ¢ok zamandan beri, yalniz a‘dad-1 asliyyeyi veya
bunlardan bazilarim1 verir diisturlar bulmak meselesiyle diihat-1
riyaziyytn ugrasmislardir. Bu dithat meyaninda [Euler], sirf a‘dad-1
asliyye wverir bir z0-hudid-u kesire-i cebriyyenin mevcut
olmadigini ispat etmistir.

[Fermat], bu meselenin halli su: F, = 2@ +1 disturuyla
miimkiindiir zannetmisti. Bu diistur sirasiyla su adedleri veriyor:

n=0...F, =3

n=1...F,=5

n=2...F =17
n=3...F =257
n=+4%...E, = 65537

F,’nin biitiin bu kiymetleri asli adedlerdir. Bundan dolay1 Fermat
bu yukardaki diistur seklinde olan a‘dadin kaffesi aslidir zehabina
diismiis idi. Halbuki Euler bu diisturda n = 5 olduguna gore:
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Fe = 641 X 6700417
oldugunu ispat ederek yukariki zehabi iptal etmistir.

O zamandan beri Fermat’nin bu iddiasinin yanlis oldugunu ispat
eden bir¢ok neticeler daha elde edilmistir.

Bazi kere bir takim a‘dad-1 asliyye veren zi(-hudid-1 kesire
bulunmustur. Iste mesela sunlar gibi:

x> +x+41, 2x>+29, x*+x+17

38. Eger iki adedin miisterek madriblar1 olmazsa bunlara
(miitebayin adedler) denir.

14 ve 15, kezalik 2™ — 1 ve 2™ + 1 adedleri miitebayindirler. Eger
N adedi asli ise, kendinden biiyiik olup kendinin taksim etmedigi
bitin a‘dad ile ve kendisinden kiigiik biitliin adedlerle
miitebayindir.

Iki adedin en biiyiik kdsimi, onlarm kdsim-1 miisterek-i a‘zamidur.
A ve B gibi iki adedin késim-1 miisterek-i a‘zami su: D(A4,B)
rumuzuyla gosterilir. Iki adedin kdsim-1 miisterek-i a‘zamlarinin
her kasimi, o iki adedin de kasim-1 miisterekleridir. Bu da su:
d(A, B) rumuzuyla irae olunur.

A‘dad-1 miitebayinenin kasim-1 miisterek-i a‘zamlar1 (1) vahiddir.

Iki adedden asgari, a‘zamini tamamen taksim ederse, bunlarmn
kasim-1 miisterek-i a‘zamlar1 aded-i asgardir:

D(A,KA) =A

Herhangi iki aded-i tdmmin olursa olsun, kasim-1 miisterek-i
a‘zami o iki adedin taksiminden zuhur eden baki ile aded-i asgar,
kasim-1 miisterek-1 a‘zamina miisavidir. Yani:



METIN

(B>A) B=Aq+R
olsa bundan su:
D(A,B) = D(A,R)
olur.

Iste bu kaziyyeden neset ediyor ki, kidsim-1 miisterek-i a‘zam
algoritmasiyla kiisirat-1 miitevaliye algoritmasi birbirinin ayni
oluyor.

Bir Adedin Kasimlar
39. Bir adedin biitiin kdsimlarin1 bulmak matlibdur.
Bir N adedini ve onun sdylece
N =a%bB.c? ..f*
madribat-1 asliyyeye tefrikini farz edelim.

Su asagidaki cetveli tasavvur edelim:

1 a a® a® .. a“
1 b b% b3 .. bP
1 ¢ c? c®..c¥p[1]
1 f f2 f3 .. ft

Simdi cetvelin birinci hatt-1 ufkisinde bulunan adedlerin her birini,
ikinci hatt-1 ufkinin her biri ile darb ve bu hasili iiglincii hattin her
bir adediyle ... ve ilh. darb edecek olsak nihayet N adedinin bi’l-
ciimle kAsimlarin1 bulmus oluruz®.

4 Bunlarm ispatlan klasik ilm-i hesab kitaplarin hepsinde vardir. Biz burada
hiilasalarin1 beyan ediyoruz.
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40. Bir adedin kasimlarinin adedini yani bir adedin kag¢ tane
kasimi oldugunu bulmak matltbdur.

(1) ile irae olunan cetvele miiracaat edilirse goriliir ki birinci hatt-1
ufkide a + 1 aded vardir. Sonra bu adedlerden her biri, ikinci hatt-1
ufkinin havi oldugu f + 1 adedlerle darb edildikte (@ + 1). (8 +
1) aded hustle gelir. Sonra bu hasil-1 darbin her adedi de, iiglincii
hatt-1 ufkinin havi oldugu (y + 1) kadar adedle darb edildikte:

(e +1).(B+ 1).(y + 1) aded husile gelir.

Ve bu minval iizere devam edilirse nihayette N adedinin
kasimlarmin su:

(a+1D).B+D.y+1)..(1+1)
kadar adedden ibaret oldugu anlasilmis olur.

Kaide: Bir adedin kag tane kasimi oldugunu bilmek i¢in o adedin
her madrib-1 aslisi iissiine vahid zam edip bunlar yekdigeriyle darb
edilmelidir.

41. Bir adedin kasimlarinin mecmtunu bulmak. Yine biz
yukardaki:

N =a%bB.cY ..f*

adedini nazar-1 itibara alalim. Bu halde (1) ile gosterilen cetvele
miiracaat ederek bu cetvelde bulunan her hatt-1 ufkinin adedlerini
cem‘ edelim. Soyle olur:

l+a+a*+a*+--+a”
1+b+b%+b>+-+bP
1+c+c?+ 3+ +c

1+f+f2+mf3+---+fl
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Bundan sonra bu elde edilen kemmiyyetleri yekdigeriyle darb
edersek su olur.

(l+a+a?+a®+-+a®).(1+b+b2+b%+-+bF)..(1
+HfHfPH I+ Y

Her parantez i¢indeki ifade bir silsile-i hendesiye oldugundan
bunlarin hasili su olur:
a®tl —1 b[)’+1 -1 C}/+1 -1 fl+1 -1

X X X ... X
a—1 b—-1 c—1 f—1

42. Bir adedin kasimlarinin hasil-1 darbini bulmak.
Bir n adedinin bi’l-cimle kasimlari:
1,d4,d',..,n [2]

adedleri olsun. Bu kasimlarin tamamisi de:

n

=S

[3]

n
’El ""n

olsun. Bu [3] ile gosterilen silsilenin havi oldugu adedler tamamen
[2] silsilesinde de mevcuttur. Bu halde bu iki silsile mademki ayni
a‘dadi havidir; bunlarin hasil-1 darblar1 (P) ile gosterilmis olsa su
ifadeler sahihtir:

o
I
e

al s
SIS

Bu héasil-1  darblarin  beherinde (a+1).(8+1)..(1+1)
madribun bulundugu nazar-1 dikkate alinarak bu iki silsile
yekdigeriyle darb edilse:

Pz — n(a+1).(ﬁ+1)...(l+1)
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Yahut:

p= \/n(a+1).(ﬁ+1)...(l+1)
olur.

Meczlirun tssii olan (a + 1).(8 +1)..(A+ 1) hasil-1 darbinin
madriblarindan hi¢ olmazsa biri ¢ifttir. Bu sebepten P adedi
muntaktir.

A‘dad-1 Miisellesiye / Nombres triangulaires

43. Su asagidaki a‘dad-1 tammenin silsile-i tabiiyyesini
tasavvur edelim:

1,2,3,4,56,7,8,9 ...

Bu silsilenin birinci haddi olan vahidden (vahid de dahil) bed’ ile
istenildigi kadar hudiid-1 miiteakibe cem® edilse ve mesela 5 aded-i
tamm-1 miitedkibin mecmfu alinsa bu mecméu 15 adedinden
ibarettir. Bu 15 adedi gibi huslle gelen her aded merak-aver
sathalar1 havidir.

Baslica hassalari: Bunlarin ahadi muntazam surette nokta nokta
tanzim edilebilir ki bunlardan miitesavi’l-adla miisellesler hustile
gelir. Mesela su 15 adedi soylece bir miiselles hustile getirir:

Iste bu hassadan dolay1 bu gibi a‘dada [a‘dad-1 miisellesiye] nam1
verilmistir. A‘dad-1 miisellesiye yukarda dedigimiz gibi a‘dad-1
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tamme silsile-1 tabiiyyesinin birinci haddinden itibaren sirasiyla
a‘dad-1 miitedkibenin cem‘inden hasil olur.

Bu tariften miisteban olur ki a‘dad-1 miisellesiye silsilesi sudur:
1,3,6,10,15, 21,28, 36,45,55,66 ...

44.  Bir adedin miisellesi olup olmadigi baslica iki hassa ile

bilinir.

a) Tecriibesi matlib aded 8 ile darb edilir, hasil-1 darba vahid
zam olunur. Bu mecmiiu murabba’-1 tam ise tecriibe olunan adedin
miisellesi oldugu anlasilir.

Bunu ispat icin evvel-emirde a‘dad-1 miisellesiyenin sekl-i
um@misini bulalim. n adedine kadar:

1,2,3,..,n
silsile-1 tabiiyyesinin mecmuu, aded-i miisellesilyi 4 rumuzuyla
gosterirsek:
nn+1
§=n0tD

dir. Simdi bunu 8 ile darb ederek vahid de zam edelim:

8n.(n+1)

5 +1=4n’+4n+1=(2n+1)? [g]

Tembih 1: Bu sekl-i ummiden anlasiliyor ki bir aded-i miisellesi

iki aded-1 miitedkib hasil-1 darbinin nisfina miisavidir. Mesela 28 =

% bir aded-i miisellesidir. Kezalik, 78 =12i bir aded-i

miisellesidir. Burada birinciyi 7, ikinciyi de 12 adedleri hustle
getirdiginden bu 7 ile 12’ye, mensup olduklar1 aded-i
miisellesilerin “kaide”leri tesmiye olunurlar.
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Bu tarif micibince herhangi bir aded-i miisellesi malum iken onun
kaidesini bulmak i¢in yukariki [g] sekline miiracaatla anlagilir.
Yani, aded-1 miisellesiyi 8 ile darb, hasil-1 darba vahid zam olunup
cezri alindiktan sonra, hasil-1 cezrden vahid tarh edilip 2 ile de
taksim edilirse o miisellesin kaidesi bulunmus olur. Mesela 210
adedinin kaidesini bulmak matlib olsa sOyle yapariz:

210 x8+1=1681

V1681 = 41
olup bundan:
41-1 =
=

bulunur ki 210 aded-i miisellesisinin kaidesinin 20 oldugu
tahakkuk etmis olur.

b) Bir adedin miisellesi olup olmadig1 sununla da anlagilir:

Tecriibe olunacak aded, 2 ile darb edilir, sonra cezr-i murabba’1
alinir, hasil-1 cezr ile bundan kalan baki yekdigerine miisavi ise o

aded miisellesidir. Zira, aded-i miisellesilerin sekl-i umimisi olan

20 ifadesini 2 ile darb etsek n? +n sekli hustle gelir. Bunun

takribi cezr-i murabba’1 n ve bundan kalan baki de yine n’dir.

Tembih 2: Aded-i musellesinin tarifi umumidir. Yani her iki aded-
1 miitedkibin (bunlar ne sekilde olursa olsunlar) hasil-1 darbinin
nisf1 bir aded-1 misellesidir. Mesela:

nd.(m3+1) 2n2.(2n%2+1)
2 ° 2

2n?.(2n%+1)

sekilleri miisellesi adedler verir. Ve su: sekli bundan

sonra gelecek bir meselede liizumu olacaktir.
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A‘dad-1 Miikemmele / Nombres parfaits

45. Bir nevi adedler vardir ki, bunlar garip ve merak-aver bir
hassaya maliktir. Bu adedlere [a‘dad-1 miikemmele] nami veriliyor.
Bu adedler soyle tarif olunur:

Kendinden baska bi’l-climle kasimlari mecmtu kendine miisavi
adedler “a‘dad-1 miikemmele”dir.

6 adedi bir aded-i miikemmeldir. Zira, kendinden baska bu adedin
kasimlar1 1,2,3’tiir. Bunlarin 1+ 2 + 3 mecmtularn 6°dir. 28
adedi de aym1 hassay1 haizdir. Ciinkii bunun da kendisinden baska
bi’l-ciimle kasimlar1 1, 2,4, 7, 14°tiir. Bunlarin mecmau olan 1 +
2+ 4+ 7+ 14 de 28°dir.

46. Bir aded-i asli, bir aded-i miikemmel olamaz.

Zira, bir aded-i aslinin kendinden baska ve vahidden maada
madribu yoktur.

Bir aded-i aslinin hig¢bir kuvveti, aded-i miikemmel olamaz.

Zira, her a aded-i aslisinin herhangi m kuvvetini olursa olsun
tasavvur edelim, hi¢bir vecihle su:

a®=1+a+a®+--a™?! [K]
miisavatt dogru degildir. Zird bu miisavat soyle de yazilabilir:
a®—a(l+a+a*+-+a™?)=1

Goriiliiyor ki bu miisavatin sol tarafi a ile kabil-1 taksimdir.
Bunlarin tefazulii olan 1’in de a ile kabil-i taksim olmas1 iktiza
eder. Bu ise hilaftir. Bundan baska su:

a™ ' +a™ P+ +ad+at +1
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a1 ifadesine misavidir. Halbuki bu ifade

silsile-1 hendesiyyesi )

a™’den herhalde asgardir. Bu sebepten [K] miinasebeti sahih
olamaz.

47. Mademki higbir aded-i milkemmel, a veya a™ seklinde
olamiyor; bu halde boyle bir adedin a™.b seklinde olup
olamayacagini arastiralim. Burada a ile b adedleri aslidir.

a™. b adedi — kendi miistesna olarak — kendi madriiblar1 mecmiiuna
miisavi olacagindan bu:

a®b=1+a+a*+a®+--+a™)(1+b)—a™b
miinasebeti tahaddiis eder. Bundan su:

a®b=(1+a+a’+--+a™)x1
+(1+a+a*+--+a™bHb

Yahut:

bla™—(1+a+a?+--+a™ )]
=am"+{A+a+a*+--+am™h)

olur. Bundan da su:

_a"+(A+a+a’+-+a™) a"+o
Cam—(14+a+a+-+aml) am—g¢

(P

olur ki, buradaki ¢ ile parantez i¢indeki zG-hudid-1 kesire
gosterilmistir.

Imdi: b kemmiyyetinin aded-i tAm olmasi1 sarttir. Bundan neset
eder ki yukariki ifade-i kesriyyenin mahreci vahid olmalidir. Bagka
tirlii olamaz; c¢iinkii a™ + ¢ ifadesinin a™ — ¢ ifadesi lizerine
taksiminden 2¢ yahut 2(1+ a + a? + -+ + a™ 1) bakisi zuhur
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edeceginden ve a ise miisbet bir aded-i tdim oldugundan higbir
vecih ile sifir olamaz. Bu takdirce:

a®"—-(Q+a+a*+--+am) =1

olmak lazim gelir. Bundan:

a™ — a’ -1 =1
a—1
olur. Yahut:
(@*—-1)(a—-2)=0
olmus olur.

a adedi vahidden a‘zam oldugundan su yukariki (a™ — 1)(a — 2)
hasil-1 darbinin sifir olmasi i¢in mutlak a = 2 olmak zaruridir.
a’nin su miisavisi (P)’nin yalniz suretinde mahalline vaz* edildikte
(¢linkii mahreci vahiddir)

b=1+2+224234+.-42™m
olur. Bu halde su miisavat elde edilir:
a™b=2m1+2+2%2+--+2™) [R]

Burada a ile b asli aded olduklarindan a™. b’nin bu kiymeti aded-i
miikemmel tarifine tamamen muvafik olmus olur.

48. Simdi yukardaki ifadeden a‘dad-1 milkemmele su suretle
istihsal olunur:

2,22,28,..,2m

silsilesinin bidayetinden baslayarak hudid-1 miiteakibe cem® edilir;
hangi mecmiu asli ise bu aded, tevakkuf edilen 2’nin kuvvetiyle
darb edilir. Mesela:
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1+2=3

Burada 3 aslidir. 2’nin birinci kuvvetinde tevakkuf edildiginden 3
adedi 2 ile darb edilir. 2.3 =6. Huslle gelen 6 adedi
miikemmeldir.

Kezalik 1+ 2+ 22 =7 adedi aslidir. 2’nin ikinci kuvvetinde
tevakkuf edildiginden 4.7 = 28 adedi miikemmeldir. Bir misal
daha yapalim:

142422423424 =31

Bu aded de aslidir. 2’nin dordiincii kuvvetinde duruldu, bu halde
31.16 = 496 adedi de miikemmeldir. Ciinkii bunun bi’l-ciimle
kasimlari:

1,2,4,8,16,31,62,124,248,496

olup kendi olan 496 istisna edilirse sairlert mecmiu 496 eder.
Lakin [R] miisavatinda parantez igindeki silsileden su:

m+1_1

1+2+22+,,,+2m=ﬁ=2m+1_1

olup a™. b seklindeki aded-i miikemmeli N ile irae etsek:
N = (2m*1 —1).2m
miinasebeti elde edilir.

Bu sekilden; yukardaki kaideden daha kolay bir kaide tahaddiis
eder ki o da sudur:

Hadd-i evveli 2, darib-1 miisteregi de 2 olan su:

:=2:4:8:16:32:64:128:256:512:1024: ...
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silsile-1 hendesiyyesini teskil ediniz. Bu silsilenin her haddinden
vahid tarh ediniz. Hangisi asli ise onu aliniz. Bunlarla soyle:

4,8,32,128,8192, ...

bir silsile teskil ediniz. Zira bunlardan vahid tarh edilirse su a‘dad-1
asliyye hustle gelir:

3,7,31,127,8191, ...

Simdi bu a‘dad-1 asliyyeden beheri silsile-i hendesiyyenin hangi
haddinden zuhur etmis ise o hadden evvel gelen hadd ile darb
edilmelidir. Bu halde:

3.2=06, 7.4 =28, 31.16 = 496, 127.64 = 8128....

6,28,496,8128, ...

silsilesi  husile gelir ki bu silsiledeki adedlerin kaffesi
miikemmeldir.

A‘dad-1 Miitehabbe / Nombres amiables

49.  Su asagidaki havassi haiz olan N, N’ gibi iki adede “a‘dad-1
miitehabbe”den denir:

Bu iki adedden biri olan N adedinin kdsimlari mecmiu (adedin
kendisinden sarf-1 nazar) N’ adedine ve kezalik N’ adedinin de
kasimlart mecmau (kendisinden sarf-1 nazar) N adedine miisavi
olursa, bu iki aded “a‘dad-1 miitehabbedendir.

Mesela 220 ve 284 adedleri a‘dad-1 miitehabbedendir. Zira,
birincisi olan 220 adedi, ikincisinin yani 284 adedinin kasimlari
olan (kendisinden sarf-1 nazar) 1+ 2 + 4 + 71 + 142 mecm{una
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ve mitekabilen 284 adedi 220 adedinin kasimlar1 olan: 1+ 2 +
44+54+10+11+20+4+224+44+55+ 110 = 284 mecmiuna
musavidir.

Su tarif edegeldigimiz hassay1 haiz iki adedin tayin ve istihraci
meselesi gayr-i muayyen mesail sirasindadir. Farz edelim ki N, N’
adedleri soylece:

N = a%. bP.cv ..
r_ a’ BI y, e [A]
N'=a; .b" .c;V ..

madribat-1 asliyyelerine tefrik edilmis olsun.

Bu iki adedin madriibat-1 asliyyeleri mecmtunu S ve S’ ile
gostermis olsak su:

aa+1 -1 b[)’+1 = C}/+1 -1

S=——g X X—— .~ N=N

ala'+1 2 1 blﬁ""l -1 Cl]/'+1 -1
S' = X X w.—N' =N
a1 e 1 bl v 1 Cl L 1

miinasebati1 husile gelir.
Simdi, bu iki miisavat bize su miinasebat1 verir:

aa+1 -1 bﬁ+1 -1 C)/+1 -1

' = X X
N+N a—1 b—1 c—1 "7

ala’+1 1 blﬁ’+1 -1 Cly’+1 1
N+ N' = X X
al - 1 bl - 1 Cl - 1

Bunlardan da su miinasebet elde edilir:
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aa+1_1 bB+1_1 C]/+1_1
X X
a—1 b—1 c—1

! 'y !
ala +1 __ 1 blﬁ -1 Cly +1 __ 1

X ..

= X X X ..

al - 1 bl - 1 Cl - 1
Simdi, burada,
a, =a, a=a, B=pB =1, y=1, y'=0

farz edersek su miinasebet hustile gelir:

b2—1 ¢2=1 b2=1 ¢2%-1
X = X

Yahut:
b+1D(c+1)=bh +1
olup bundan da su:
by =bc+b+c

miisavati istihra¢ olunur.

Burada b; adedini tayin etmek i¢in b ile ¢ adedleri keyfe-me’ttefak
alinabilir; yalniz su sart ile ki bu ii¢ adedin iicli de asli olsun.

Mesela:

farz edilse:
by =511+5+11=71
olur ki, bu halde:
b =5, c =11, b, =71

ti¢ aded-i asli olarak elde edilmis olur.
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Simdi yukariki miisavileri sOylece yazalim:
a=a, =2, a=a =2, b =75,
c =11, y' =0, y=1, Bp=p =1

Iste bu miisavatlara nazaran (A)daki N ve N’ adedlerini hesab

edelim:
N =22.5.11 = 4.5.11 = 220
Kezalik:
N'=22.71'.¢,° =471 = 284
olmus olur.

Iste boylece istihsal edilen 220 ve 284 adedleri “a‘dad-1
miitehabbe”dendir.

50. A‘dad-1 miitehabbe gruplarini teskil etmek i¢in (Ozanam)
nam riyazi su asagidaki usuli vermistir:

Su cetvelde gorildiigli lizere evvelce hadd-i evveli 2, darb-1
miistereki yine 2 olarak bir silsile-i hendesiyye yazilir; sonra bu
silsilenin her haddi 3 ile darb edilerek hasil-1 darblar bu silsilenin
altina yazilarak:

6,12,24,48, ... silsilesi ikinci hatt-1 ufkiyi teskil eder. Bu silsilenin
her haddinden vahid tarh ederek tefazuller, silsile-1 hendesiyyenin
iist tarafina ve her haddin hizasina miitenaziran yazilarak:

5,11, 23, ... adedleri elde edilir.

Nihayet, 6,12, 24, ... silsilesinin her haddi, ma-kablindeki hadd ile
darb ve hasil-1 darbdan vahid tarh edilerek cetvelin dordiinci hatt-1
ufkisi teskil olunur:
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23-1, 22.3-1, 23.3-1, 2%3-1, 25.3 -1,
W, 213 -1, 23 -1, 213 —1, ..

1= 2:22:23:24. 25, .pn-1l.pn. on+l.
:=2.3:22.3:23.3:24.3:25.3:...: 2" 1, 3: 2n 3. 2141 3.

23,32 -1, 2°.32 -1, 27.32 -1, 2°.3%2—-1,.., 223,32
-1, 22n-1.32 1, ., 2232

Bu cetvel tedarik edildikten sonra son hatt-i ufkiden:
22n—1' 32 N 1

aded-i aslisi alinir ve bu adedin birinci hatt-1 ufkideki miitenaziri
olan 2™, 3 — 1 adediyle bu adedin iist tarafindaki 2"~ 1.3 — 1 adedi,
yani su li¢ aded-i asli olmak sartiyla bi’l-intihab alinir. Bu ii¢ aded,
dedigimiz tarzda elde edildikten sonra:

(2" 1.3 -1)(2".3 - 1)

hasil-1 darbin1 bunun mukabili olan silsile-i hendesiyyedeki 2"
hatt1 ile darb edilir. Kezalik:

22n=1 .32 _ 1 aded-i aslisi ile de yine 22 darb edilerek bdylece

hustle gelen iki aded ki sunlardir:
(2" 1.3 -1)(2"3-1) x 2",
(2277132 — 1) x 2"
a‘dad-1 miitehabbedendir.
Mesela n = 2 olduguna gore,
2132 -1=2332-1=71

2"n3—-1=2%23-1=11
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2"13-1=23-1=5
Iste su: 5,11, 71 ii¢ adedin ii¢ii de asli oldugundan:
5.11.22 = 220
71.4 = 284
adedleri a‘dad-1 miitehabbedendir. Ve yine n = 4 olduguna gore:
22n-132 -1 =27.32-1=1151
2".3—-1=2%3-1=47
2"13-1=233-1=23
Kezalik su li¢c aded de: 23,47,1151 asli oldugundan bize su:
47.23.2* = 17296
1151.2* = 18416

adedleri verirler.

Miiteadiller / Congruences

51. Miisbet veya menfi herhangi a ve b gibi iki aded-i tammin
beynindeki fazli herhalde miisbet bir iigiincii m aded-i tdmmi
taksim ederse bu a ile b adedlerine — m aded-i tammina gore —
miiteadildir denir. Veya aym1 bu demek olan a ile b aded-i
tamlarindan beheri miisbet bir m aded-i tammi {izerine
taksimlerinden zuhur eden bakiler miisavi olur ise bu iki a ve b
adedleri miiteadil olurlar. Bu takdirce bu m aded-i tdmmina
(modiil) veya (muaddil), a ile b aded-i tdimlarma da m muaddiline
gore yekdigerinin bakiyesi denir.
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Mesela 25 ile 3 adedleri 11 muaddiline gore miiteadildirler; ¢iinkii
25 — 3 = 22 eder ki bu 22 adedi 11 ile kabil-i taksimdir. Veyahut
25’1 11 lizerine taksim etsek bakiye 3 tiir’.

Kezalik 3 adedini de 11 iizerine taksim ettik bakiye yine 3’tiir. Iste
yukardaki tarife gore 25 ile 3 adedleri 11 muaddiline gore teadiil
eder. Simdi a, b, m adedleri ii¢ aded-i tdam olup a ve b adedleri
beynindeki tefazulii de m aded-i timmi tamamen taksim ediyorsa
bunlarin aralarinda su irtibat mevcuttur:

a=b+mislm (1)

Bu miinasebeti her mektep ¢ocugu bilir. Cilinkii klasik ilm-i hesab
kitaplarmin hemen kaffesinde — hususiyle kabiliyyet-i taksim
bahislerinde — kesretle geger. (1) miinasebeti soOylece de
yazilabilir:

a—b=mislm
Veyahut:
a—-b=km (2)

Bu son miisavatlara dikkatle bakilirsa goriiliir ki a ve b gibi iki
aded-i tammin beynindeki fazl m aded-i timmu ile diger herhangi
bir madriibun olursa olsun hésil-1 darbina miisavidir.

(2) miinasebeti bir miisavatta mevcut hassalarin pek ¢oguna malik
oldugundan riyazi-yi sehir “Gauss” bu miinasebeti: a =
b (muaddil m) tarzinda gostermesini tensip etmis ve bununla
miiteadiller hakkinda fevkalade siihiletler ibrazina bais olmustur.

> A‘dad-1 tAmmenin bildigimiz iki adedin birbiri {izerine taksiminden kalan
adede baki denir ki Fransizcada buna reste derler. Halbuki miiteadili teskil eden
taksimden kalan adede résidu diyorlar. Biz de buna lisanimizda “bakiye” dedik.
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Bu miiteadilin stret-i telaffuzu soyledir: a, m muaddiline gore b ile
teadiil eder.

Bu miiteadillerde a ile b miisbet veya menfi olabilirler. Fakat m
muaddili herhalde mutlak yani miisbettir.

Simdi bize ¢ =d + km gibi a‘dad-1 timmeden miitesekkil bir
miisavat verilse biz onu ¢ = d (muaddil m) gibi bir miiteadile
tahvil edebiliriz.

Kezalik, d = q (muaddil m) gibi bir miiteadili de: d =q +
misl m veyahut: d = q + tm gibi bir miisdvata tahvil edebiliriz.
Burada t bir aded-i tdmdan ibarettir. Mesela:

43 =3+ 5m
misavati
43 = 3 (muaddil 5)
miiteddiline muadildir. Kezalik:
68 = 8 (lmuaddil 12)
miiteadili de
68 = 8 + misl 12
Veyahut:
68 =8+ 5.12
miisavatinin aynidir.

Bir¢ok hususatta miisavatlarla miiteadiller ayn1 havassa maliktirler
ki, su asagidaki muamelattan anlasilacaktir.

52. Ayni muaddile gore teadiil eden bir takim miiteadiller
taraf tarafa cem®, tarh, darb olunabilirler. Mesela;
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a = b (muaddil m)
a' = b' (muaddil m)
gibi iki miiteadili ele alalim. Bunlar:

a=b+nm
a =b +n’.m} )

miinasebetlerine tahvil olunabilir ki, buradaki n ve n’ adedleri birer
aded-i1 tammu irde ederler. Simdi bu iki miisavati taraf tarafa cem’
etmis olsak:

a+a =b+b'+mm+n') (4)
olur.

Lakin burada n ve n’ adedleri tam olduklarimdan onlarin mecmiu
da bittabi tamdir.

Bu halde: n 4+ n' = k yazabiliriz ki burada k bir aded-i tammu
gosterir, Oyle ise (4) miinasebeti:

a+a =b+b'+m.k

olur. Bundan:
a+a =b+b" (muaddil m)

miiteadili tahaddiis edip matlib sabit olur.

Ve yine (3) ile gosterilen iki miisavat yekdigerinden tarh edilse:
a—a' =b—b'+m.(n—n')

olur. Yukarda cem* hakkinda yapilan ayn1 muhakeme ile:
a—a =b—>b" (muaddil m)

olur. Kezalik,
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(3) ile gosterilen iki miisavat taraf tarafa darb edilse,
a.a' =b.b'+m('.n+b.n"+mnn’)

olup m,n,n’,b" adedlerinden beheri tam olduklarindan parantez
derunundaki ifadenin hasili da bittabi bir aded-i tdim olur. Ve
mesela bir t aded-i timmina miisavidir. Oyle ise yukariki miisavat:

a.a’"=b.b' +m.t
olur ki bundan:
a.a’' = b.b" (muaddil m)
olup matlib sabit olur.

53. Eger ayn1 muaddile gore alinan miiteadiller ikiden ziyade
olurlar ise, yine yukardaki muhakemenin aynini yaparak onlarin,
cem‘, tarh ve darblarindan bir tek miiteadilin hasil olacagi ispat
edilir.

54.  Asagidaki su miiteadiller:

a=hb
a =b’ .
I (muaddil m)

taraf tarafa darb edilse:
a.a’.a" ..=b.b'.b" ... (muaddilm) (5)
olur. Eger,
a=a =a"..; b=b =b"

olsa ve bunlarin adedi de n kadar bulunsa bu halde (5)
miinasebetinden:
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a™ = b" (muaddil m)
miiteadili husile gelir.

Bundan istintac olunur ki, bir miiteadilin her iki tarafi ayn1 aded-i
tam kuvvetine ref* edilir.

Buraya kadar verilen tafsilattan anlasiliyor ki (taksim ameli
miistesna  oldugu halde) miiteadiller de adeta bildigimiz
miisavatlarin hassasina maliktirler. Yani bir miiteadilin her iki
tarafina aynm1 aded-i tam zam olunabilir. Her iki tarafindan ayni
aded-i tam tarh edilebilir. Her iki tarafi aym1 aded-i tdm ile darb
olunur. Her iki tarafi ayn1 aded-i tdm kuvvetine ref* edilebilir.

Fakat taksim hususunda is degisir. Demek isteriz ki bir miiteadilin
her iki tarafi aym aded-i tdm ile taksim olunamaz. Bunda bazi
serait vardir ki simdi onlar1 zikredecegiz.

5S. Bir miiteadil, muaddil ile miitebayin herhangi bir adedle
olursa olsun taksim olunabilir. Mesela:

ca =cb (muaddil m)
miiteadili soyle:
cXxa=c.b+mk

miisavatina tahvil olunduktan sonra, bunun her haddi c ile taksim
olunsa:

mxk
a=b+

(6)

olur.
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Halbuki m ile ¢ miitebayin oldugundan mek ifadesinde m adedi ¢
ile kabil-1 taksim degildir. Lakin mTXk’nin aded-i tam olmasi

lazimdir. Bu halde m X k hasil-1 darb1 ¢ ile kabil-1 taksimdir.

Halbuki: “Iki madrubun hasil-1 darbini tamamen taksim eden bir
aded, o madriblardan biriyle miitebayin olsa digerini behemehal
taksim eder.” da’va-y1 nazarisine gore (ki bu da’va-y1 nazari klasik
hesab kitaplariin ciimlesinde vardir.) m X k hasil-1 darbimi taksim
eden ve m ile miitebayin olan ¢ adedi k adedini herhdlde taksim
eder. Oyle ise (6) miisavati:

a=b+mt
olur. [Burada t herhangi bir aded-i tammu irae eder.] Bu takdirce:
a=b (muaddil m)
olup matlib sabit olur.

Lakin bu netice, m ile ¢ bir kasim-1 miistereke malik olurlarsa, elde
edilemez. Mesela: Yukardaki miiteddilde c¢ ile m miitebayin
olmayip da bir kasim-1 miistereke malik olsalar bu halde:

cXa=cXb+mxk

miusavatindan

mxXk
a=b+T (7

musavati hasil olursa da bu misavattan
a=b (muaddil m)

miiteadili tahaddiis edemez. Yani bu miiteadil dogru degildir. Zira

m' . m, . ey ag er e et e v A . m! m
— kesri —’nin gayr-i kabil-1 ithtisar musavisi olsun. Yani — = —
c’ c c’ c
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!
m . . “ A_A v A A_® m .
olsun. Bu —’nin yerine (7) miisavatinda miisavisi olan —"yii vaz'
c c’

edersek,

m' Xk

!

a=b+
c

miusavati elde edilir.

Lakin burada ¢’ ile m’' adedleri miitebayindirler. Ciinkii % kesri

gayr-i kabil-i ihtisardir. Bu takdirce mademki, ¢’ adedi m' adedini

m'xk . .. A
ifadesinin aded-i tAm olmasi

tamamen taksim etmez; Oyle ise T

icin ¢'’niin herhalde k adedini tamamen taksim etmesi l1a-biddiir.
Bu sebepten:

a=b+tm

miisavati hasil olur ki burada t bir aded-i tamdir. Oyle ise bu
miisavattan

a=b (muaddil m)
miisavati hasil olup matlib sabit olur.

Bundan anlasilir ki bir miiteadilde her haddi tamamen taksim eden
bir aded-1 tdm, muaddil ile miitebayin olmazsa o miiteadili o aded-i
tamla taksim dogru degildir; megerki o aded-i tamla muaddilin
kasim-1 miisterek-i a‘zami ile muaddili de taksim etmelidir. Su
asagidaki misaller tenvir-i fikre pek ¢ok yardim ederler. Mesela:

88 =32 (muaddil 7)

miiteddilinde 88 ile 32 adedleri 8 ile kabil-i taksimdir. 8 ise 7
muaddili ile miitebayindir. Bu halde taksim ameliyati caiz olup,

11 =4 (muaddil 7)
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miuteadili de sahihtir. Zird 11 — 4 = 7 fazli 7 ile kabil-1 taksimdir.
Halbuki:

88 = 32 (muaddil 14)
miiteadilinde yalniz tarafeyn 8 ile taksim edilse:
11 = 4 (muaddil 14)

miiteadili sahih degildir yani miiteadil olamaz. Ciinkii: 11 —4 =7
fazl1 14 muaddili ile kabil-i taksim degildir.

Fakat 8 kasimi ile 14 muaddili 2 kasim-1 miisterek-1 a‘zamina
maliktirler. Bu halde hem miiteadilin iki tarafi hem de muaddil, ii¢ii
birlikte 2 kasim-1 miisterek-i a‘zamui tizerine taksim edilseler:

44 =16 (muaddil 7)

olur ki bir miiteadildir. Ciinkii 44 — 16 = 28 fazli 7 muaddili ile
kabil-1 taksimdir. Kezalik,

270 = 60 (muaddil 14)

miiteadilinin her iki tarafi 15 ile taksim edilebilir; ¢linkii: 15 adedi
14 adedi ile miitebayindir. Ba‘de’t-taksim:

18 = 4 (muaddil 14)
olur ki muvafik-1 hakikattir.

Lakin yine ayn1 miiteadilin her iki tarafi 6 ile kabil-i taksim ise de
tarafeyni bununla taksim dogru olamaz; zira 6 adedi 14 muaddili
ile miitebayin degildir. Bu halde bunlarin kasim-1 miisterek-i
a‘zami olan 2 adedi ile hem tarafeyn, hem de muaddil taksim
edilmelidir. Oyle ise birinci tarife gore:

45 =10 (muaddil 14)
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sahih degildir. Fakat ikinciye gore:
135 = 30 (muaddil 7)

sahihtir. Simdi de muaddil olan 7 adedi 15 ile miitebayin
oldugundan bu son miiteadilin her iki tarafin1 15 ile taksim
edebiliriz. Bu halde:

9 =2 (muaddil 7)
bir muteadildir.

56. Stihtletle ispat olunabilir ki, bir miiteadilin her iki tarafina
veya yalniz bir tarafina (muaddil)in herhangi bir misli olursa olsun
zam olunsa veyahut her iki tarafindan veya yalniz bir tafindan
(muaddil)in herhangi bir misli olursa olsun tarh edilse, miiteadil
yine sahih olur. Mesela:

a = b (muaddil m)
miiteadilinden asagidaki miiteadiller tahaddiis eder.

a=b+ma=b+2ma=>b+3m,..ilh

a+m=b,a+2m=b,a+3m= b,llh} (muaddll m)

Umumiyetle t,c herhangi iki aded-i tdammi olursa olsun irde
etseler:

a+tm, a—tm, b+ cm, b—cm

sekillerinde bulunan a‘dad-1 timmenin kaffesi yekdigeriyle birer
miiteadil tegkil ederler. Yani soyle olurlar:

a+tm=b+cm (muaddil m)

a—tm=b—cm (muaddil m)
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Zira bedihidir ki, eger a ile b, (m) muaddiline gore bir miiteadil
teskil ediyorlar, yani (a — b) tefazulii (m) ile kabil-i taksim
oluyorsa:

a=+tm, b+cm
sekilleri arasindaki tefazul de (m) ile kabil-i taksim olup:
attm=b+cm (muaddilm) ...(8)
miiteddili hasil olur.

Simdi (8) miiteadil-i ummisi bize gosteriyor ki, herhangi a
adedinin olursa olsun bir (in) muaddiline gore muhtelif 1a-yuadd
bakiyesi vardir. Mesela:

—13 = 172 (muaddil 5)

miiteadilinin 1a-yuadd bakiyesi vardir. Cilinkii bu miiteadil sdylece
de:

—13 =172 £ 5k (muaddil 5)
yazilabilir. Mesela: k = 3 farz etsek

—13 =172+ 15 (muaddil 5)
olup bundan:
—13 = 157 veyahut —13 = 187 (muaddil 5) olur.

Hasili, k adedine sifirdan bed’ ile a‘dad-1 tamma kiymet verilecek
olsa, bircok muhtelif kiymetlerin yani bakiyelerin zuhuruna
sebebiyet verilmis olur. Lakin bu bakiyelerin i¢inde bir tane vardir
ki, en kiigiiktiir. Buna (bakiyye-i asgariyye) nami verilir ki,
ekseriyetle bunun bulunmasi ve kullanilmasi1 sarttir. Bu
misalimizde (bakiyye-i asgariyye-i miisbete) 2’dir. Bu halde k =
—34°tiir. Clinkii,
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—13=172-5x% 34 =2 (muaddil 5)
Bundan da:
—13=172-170 =2 (muaddil 5)
olmus olur.

Iste burada (—3)’iin miitebaki-yi asgarisi miisbet (2)’dir. (—3) de
(—=13)’tin menfi olarak miitebaki-yi asgarisidir. Bu halde k =
35’tir. Clinkii,

—13=172-5%x35=172—-175 = -3 (muaddil 5)

olur.

Bir aded-i tammin herhangi bir muaddile gore olursa olsun
bakiyye-i asgariyyelerini taharri etmek icin o aded-i tammi
muaddile taksim etmeli ve haric-1 kismeti bir noksan ve bir fazlasi
ile almalidir. Yukardaki misalde (—13) adedinin (5) muaddiline
gore bakiyye-i asgariyyeleri:

— 15—3 (2) veya (—3)’tiir. Yani bu taksimde haric-i kismet —2 olursa
bakiyye-i asgariyye (—3) olur. Haric-i kismeti —3 alirsak bakiyye-

i asgariyye (2) olmus olur.

17 adedinin 13 muaddiline gore miisbet bakiyye-i asgariyyesi 4
olup, menfi bakiyye-i asgariyyesi de (—9)’dur. Umumiyetle
herhangi bir (d) aded-i tammi olursa olsun bunun bir m aded-i
tammu ile haric-1 kismeti g ve baki de r olsa:

d=mq+r
miisavati tahaddiis eder ki, bundan,

d =r (muaddil m)
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miuteadili hasil olur.

Bir aded-i tammin her iki bakiyye-i asgariyyeleri mecmiu
(isaretlerinden sarf-1 nazar) muaddile miisavidir.

Mesela 19 adedinin 7 muaddiline gore bakiyye-i asgariyyeleri +5
ile —2°dir. Isaretlerinden sarf-1 nazar mecmiular1 5 + 2 = 7 olup
muaddile miisavi olur.

Ihtar: Bircok mesail var ki cebr-i adi veya hesab-1 adi ile ya pek
miiskiil bir suretle halledilir. Veyahut hi¢ halledilemez, halbuki
miiteadiller vasitasiyla pek kolay surette hallolunur. Iste biz burada
bir iki meselenin halli ile bunu meydana koyacagiz:

Mesele 1: Bir kumandana ne miktar mevcudu var diye sual
olunmus. Kumandan su cevabi vermis: “Mevcudumu on birerden
saflar teskil ediyorum; (4) nefer acikta kaliyor. Reh-gilizerimizde
bulunan bir karakolhaneye (200) nefer birakmak mecburiyetinde
bulundum. Simdi kalan neferleri 23’erden saflar tertip ediyorum
(12) nefer agikta kaliyor: Muharebeye girisecegimiz cihetle (400)
nefer kuvve-i muavene olarak geldi. Saflar1 31’erden teskile
basladim. (15) nefer haricte kaldi. Harb ettik; diismana 712 nefer
maktul ve mecruh verdik. Miitebaki mevcudumu 43’erden saflar
teskil eyledim. 23 nefer acikta kaldi. Bidayette mevcudum (2000)
ile (3000) arasinda idi.” Kumandanin ifadesine nazaran acaba
bidayette ne miktar askerle yola ¢iktigin1 bulmak matlibdur?

Meselenin stiret-1 halli:
x = 4 (muaddil 11)
x =5 (muaddil 23)
x = 1 (muaddil 31)

x = 18 (muaddil 43)
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Ber-micib-i ifade miiteadiller boylece tertip ve tanzim edildikten
sonra bunlarin hangisinden baslansa matliiba dest-res olunursa da
“muaddil”’in a‘zamindan baslamak micib-i siihdlettir. Iste biz de
burada muadillerin en blyiligii olan (43)ten baslayacagiz. Son
miiteadil sOylece yazilabilir:

x=18+43m (a)
(x)in bu miisavisi (31) muaddilinde mahalline vaz‘ olundukta:
18 + 43m = 1 (muaddil 31)
(43m)den (31) muaddili tarh olunsa:
12m = —-17, (muaddil 31)
Bunun sag tarafina 31 muaddili zam olunursa:
12m = —17 + 31 = 14 (muaddil 31)
Tarafeyn (2) ile taksim olunsa:
6m = 7 (muaddil 31)
olur. Sol tarafina yine muaddil (31) zam edilse:
6m = 7 + 31 = 38 (muaddil 31)
olup bundan:
3m = 19 (muaddil 31)
olur. Muaddilin iki misli sag tarafa zam edilse:
3m =19 + 62 = 81 (lmuaddil 31)
olup bundan:

m=27 +31m’
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olur. Bu (m)nin miisavisi (a) miisdvatinda mahalline vaz
olundukta:

x = 18 + 43(27 + 31m’)

Veyahut:
x =1179 + 1333m’ (b)

olur. Bu (x)in miisavisi (23) muaddilinde mahalline vaz
olundukta:

1179 + 1333m’ = 5(muaddil 23)

olur. Bu muadilde muaddilin fevkinde bulunan adedleri (muaddilin
miinasip miktarda misilleri tarh edilerek) muaddilin asagisina
indirmelidir.

6 + (—m") = 5 (muaddil 23)

Bu da:
—m' =5 — 6 = —1 (lmuaddil 23)
—m' = —1 (muaddil 23)
miiteddilinin tarafeyni (—1) ile darb olunsa:
m' =1+ 23m"

olur. m'"’niin miisavisi (b) miisdvatinda yerine vaz* edilse:

x =1179 + 1333(1 + 23m"")
Bundan da:

x = 25124 30659m" (c)

olur. Bu (x)in miisavisi (11) muaddilinde mahalline vaz*® edilse:

2512 + 30659m” = 4 (muaddil 11)
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Bu da yukardakiler gibi hallolundukta:

m' = 0 (muaddil 11)
Bu da:

m'' =11k

olup bu m''niin miisavisi (b) miisavatinda mahalline vaz‘ olunsa:

x = 25124+ 337249.k
olur. Veyahut:

x = 2512(muaddil 337249)

olur. Bu miiteadilde (x)in en kii¢iik kiymeti 2512°dir ki, meseleye
tamamiyla tevafuk eder. Halbuki bu adede de muaddil olan
[337249] adedinin herhangi misli olura olsun zam edilirse,
meseleye muvafik adedler zuhur ederse de bunlar 3000’in
fevkinde olduklarindan kumandanin kuva-y1r mevciidesine
muhaliftir. Bu kumandanin mevcudu tamamen: 2512 kisiden
ibarettir.

Mesele 2: Bir adamin mahallesi bakkalina (67) kurus borcu
varmig; bakkala borcunu vermek iizere miiracaat eder. Fakat bu
zatin lizerinde yalniz Osmanli lirasiyla Fransiz liras1 var; bakkalda
da yalniz Ingiliz lirasindan baska para yok. Simdi tamamen bu
altmis yedi (67) kurusu 6demek i¢in bu paralar nasil miibadele
edilmelidir?

Ber-miicib-i mesele su muadele tanzim edilir:

108x + 120y + 95z = 67 ©

¢ Burada Osmanli liras1 108, Ingiliz liras1 120, Fransiz da 95 farz edilmistir. Ben
bu meseleyi, paralarin kiymeti boyle iken tertip etmistim.
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Bu muadelenin sag tarafindaki hadlerden her hangisi olursa olsun
sol tarafa nakliyle mesele hallolunur ise de burada 108 ile 120
adedlerinin kasim-1 miisterek-i a‘zamlar1 12 oldugundan {icilincii
957 haddini sol tarafa atmak daha muvafiktir.

108x + 120y = 67 — 95z (d)

Bu muadelenin sag tarafinda bulunan 108 ve 120 emsallerinin
kasim-1 miisterek-1 a‘zami 12 oldugundan sol tarafin da behemehal
12 ile kabil-i taksim olmasi iktiza eder. Bu cihetle:

67 — 95z = 0 (muaddil 12)
—95z = —67 (muaddil 12)
Tarafeyn (—1) ile darb olunsa:
95z = 67 (muaddil 12)
olur. Bundan da:
—z = 7 (muaddil 12)
z = =7 (muaddil 12)
Bu da:
z =5 (muaddil 12)
olur. Yani:
z=5+12m (f)
olur. (z)nin bu miisavisi (d) muadelesinde mahalline vaz‘ olunsa:
108x + 120y = 67 — 95 x 5 = —408
olup bundan:

9x + 10y = —-34 (g)
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olur. Bu da:
9x = —34 (muaddil 10)

miiteddiline bi’ttahvil hallolundukta:

x=4
olup (x)nin bu miisavisi (g)’de mahalline konulsa:

36+ 10y = —34
Bundan da:
10y = =70
y=-=7

olmus olur. Bu halde borcu olan adam 4 Osmanli lirasiyla 5
Fransiz liras1 verecek, bakkaldan 7 Ingiliz liras1 alacaktir.

Tembih: Yukarda halledegeldigimiz muadelat, uliim-1 riyaziyyenin
(tahlil-i istikral) kismina tabi olup bu kisim da nazariyye-i a‘dad
dahilindedir. Birinci meselenin la-yuadd halleri oldugunu
sOylemistik, ikinci meselenin de yine boyle 1a-yuadd halleri vardir.
Bunu ilerde siras1 geldigi vakit bu gibi mesailin umumi surette
hallerinden bahsedecegiz. Yalniz burada sunu ihtara liizum goriiriiz
ki yukariki meselede (f) miisavatinda m adedine a‘dad-1 timme
olarak verilecek kiymetlerin kaffesine gére meselenin mubhtelif ve
miiteaddit surette hallerine muvaffak olunur. Mesela (m) adedine 1
kiymeti verilmis olsa z = 17 olup mahalline vaz*® ile ayni usule
riayetle halle devam olunsa:

kiymetleri elde edilir.
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Yani borcu olan adam 9 Osmanli lirasiyla 17 Fransiz liras1 bakkala
verir ve ondan 21 Ingiliz liras1 alirsa 67 kurus borcu tamamen
0denmis olur.

Iste (f) miisavatinda m adedine verilecek a‘dad-1 tAmmenin
kaffesine gore 1a-yuadd mubhtelif haller bulunur.



Altinci Fasil

Birinci Dereceden Miiteadiller

57. Bundan evvelki mebahiste birinci dereceden olan
miiteadillerden siret-i hustisiyyede bir nebzecik bahsetmis idik.
Simdi bu miiteadillerin sekl-i umuimilerinden ve miiteaddit
usullerle stiret-i hallerinden bahsedecegiz.

Bir gayr-i muayyenli, birinci dereceden miiteadillerin sekl-i
umimilerinden ve miiteaddit usullerle stret-i hallerinden
bahsedecegiz. Bu miiteadillerin sekl-i ummisi sudur:

ax+b=a'x+b" (muaddilm) (1)
Bu gibi bir miiteadil her zaman su sekle irca edilebilir:
nx =q (muaddil m)
Yukariki miiteadili bu hale getirmek igin:
a—a =n
b—b'=¢q

farz etmek ve bunlar1 mahallerine koymak kafidir. (1) miiteadil-i
umimisi
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nx =q (muaddil m)

sekline girdikten sonra sunu gosterir ki (nx —q) ifadesi m
muaddili ile taksim olunursa haric-i kismet bir aded-i tdm c¢ikar.
Yahut ayn1 bu demek olan

nx —q
y:

m

miisavatinda (y) kemmiyyeti bir aded-i tdimdir. Ve bu aded-i tam
da gayr-i muayyendir. Bu takdirce, (1) miiteadilinin cezrini
bulmak veyahut:

nx—q=my (2)
muadelesini halletmek ayni meseleden ibarettir.

Birinci dereceden olan miiteadillerin halli bizi gayr-i muayyen
bircok mesailin bilinmesine sevk eder ki simdi asagida bunlardan
bahsedecegiz.

58. Mechullerin adedinden az muadelelerin hallerine tefevvuk
eden bi’l-cimle mesaile (gayr-i muayyen mesail) veya (Diyofant
meseleleri) derler.

Mesela bir adedin 5 misline, diger bir adedin 13 misli zam olunsa
mecmi’ 72 adedine miisavi oluyor.

Iste bu sart1 viicuda getirmek i¢in ilm-i cebirce su:
S5x +13y =72

muadelesi tanzim olunur ki burada mechul iki, muadele bir
oldugundan bunun halline kavaid-i cebriye ile pek giic muvaffak
olunur.

Simdi bu muadeleyi mesela x mechuliine gore halletmis olsak:
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72 — 13y

X = 5

ifadesini buluruz. Bu ifadede y kemmiyyetine miisbet veya menfi,
tam, kesir, gayr-i miisterekli’l-mikyas1 gibi her ne olursa olsun
adedler verilse, x i¢in mukabil bir kiymet elde edilir ve bu
kiymetler de la-yuadd bir surette bulunur.

Burada y kemmiyyeti i¢in yalniz a‘dad-1 tamme alinsa, asagidaki
iki silsile-1 a‘dad elde edilir:

_, 59
y_’ x_s
T 46
y_' x_S
L 33
y_' x_S
— 4 —toy
y=4 x=7=

Iste bu minval {izere y kemmiyyetine kiymetler vererek devam
olunsa, x gayr-i muayyeni i¢in de la-yuadd mukabil kiymetler
istihsal olunur. Lakin dikkat olunursa goriliir ki, a‘dad-1 tamme
olarak yalniz iki mukabil kiymet vardir. Bunlar da y = 4 olduguna
gore x = 4’tlr.



138

HESAB-1 NAZARI

Fakat a‘le’l-ekser aranilacak kiymetlerin miisbet olarak a‘dad-1
tammeden olmalar1 sart kosulur. Bu halde miimkiin olabilen
hallerin adedi artik 13-yuadd olamaz, tahdid olunur. Iste bu hususu
hallerin taharrisidir ki, baslica muadelat-1 gayr-i muayyenenin
hallerine esas ittihaz edilmistir.

Evvel-emirde sunu beyan edelim ki:
ax+by=c

gibi iki mechullii bir muadelenin a‘dad-1 taimme olarak halli, ancak
a ile b adedlerinin miitebayin olmalarina vabestedir. Eger bu iki
emsal bir madriib-u miistereke, daha dogrusu bir kasim-1 miisterek-
1 a‘zama malik iseler x ve y mechullerinin a‘dad-1 tamme olarak
kiymet almalari, ¢ hadd-1 ma’limunun o madrib-u miistereki havi
olmasina miitevakkiftir.

Zira, eger a ve b adedleri bir (d) kasim-1 miisterek-i a‘zamina
malik iseler, a = da’ ve b = b’'d miinasebetleri elde edilir ki
burada a’ ile b’ bittabi miitebayindirler. Bu takdirce muadele de su
sekle girer:

da'x+b'dy =c
Bundan da:

c
a'x+b'y =7

miunasebeti hasil olur.

Simdi burada goriilityor ki x ve y kemmiyyetleri 2 bir aded-i tam

olmayinca a‘dad-1 timme iizere halli miimkiin olamaz. Oyle ise,

!

Cc
—=C
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olarak bir aded-i tammu irae eylesin. Bu halde
a'x+by=c

muadelesi husile gelir ki, burada a’, b’, ¢’ adedleri birer aded-i
tamdan ibaret olduklar1 gibi a’, b’ adedleri de miitebayindirler.
Birinci dereceden iki mechulii havi tek bir muadele, su son sekle
girmeyince, yani mechullerin emsalleri ile aded-i ma’lim-1 tdm
aded ve mechullerin emsalleri miitebayin olmayinca a‘dad-1 tiamme
tizere halledilemez.

59. Simdi iki mechullii tek bir muadelenin yukardaki kabil-i
hall bir sekle gelince, kag tarzda halledilebilecegini gostermek igin
yine yukardaki:

5x +13y =72

muadelesini ele alalim. Bunu x mechuliine gére halledersek:

_72-13y

x 5

seklini buluruz. 72 — 13y ifadesini 5 lizerine taksim edelim:

2—3y
5

x=14-2y +

ifadesi hasil olur.

Bu ifadenin sol tarafinin aded-1 tam olmast:

2—-3y
5

seklinin aded-i tAm olmasina miitevakkiftir. Oyle ise:

2—-3y
=

m
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farz edelim. Burada m gayr-i muayyen bir aded-i tamdir. Bu halde
x=14-2y+m (1)
Diger taraftan da:
2—3y=5m

miinasebetlerini hasil etmis oluruz. Bu son muadelenin sekli,
muadele-1 mefriiza seklinin aynidir. Yalniz bu son muadelede gayr-
1 muayyenlerin emsalleri kiiciiktiir. Bu son muadeleyi de y
kemmiyyetine gore halledelim:

_2—5m
y="3

Burada miimkiinii’l-icra olabilen taksim ameliyatin1 icra edelim:

2—2m
3

y=-—-m+

2-2m . ..
ifadesinin

olur. Burada y mechuliiniin kiymeti tam olmak icin
bir aded-i tAm olmasina bakar. Oyle ise bunu da:

2—2m_k
3 =

farz edelim ki burada k yine gayr-i muayyen bir aded-i tdmdir. Bu
halde de yine su asagidaki iki miinasebet husile gelir:

y=—-m+k (2)
2-2m =3k

Bu son muadele de yukariki iki muadelenin aymidir; fakat her
ikisinden de basittir. Bu son muadeleyi de m mechuliine gore
halledelim:
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olur. Bundan:

. ) k, . <
olur ki, burada da (m)nin tam olmasi, E’mn tam olmasina baglidir.

Oyle ise eger:

TR

farz edersek, su asagidaki iki ifade-i nihaiyyeyi elde etmis oluruz:
m=1—-k—n (3)
k=2n (4)

Bunlara nihai dedik. Ciinkii burada n adedine tam olarak bir aded
versek, k da aded-i tam bir kiymet alir. Bundan sonra miisaviler
(3) miinasebetinde mahallerine kondugu gibi m gayr-i muayyeni
de aded-i tam bir kiymet alir. Iste bdylece asagidan yukariya dogru
gidilerek goriiliir ki x ve y gayr-i muayyenleri de a’dad-1 timme
olarak kiymet alirlar.

Iste x ve y mechulleri n kemmiyyet-i gayr-i muayyenesine su
asagidaki dort muadele ile baghdir.

x=14-2y+m (1)
y=—-m+k (2)
m=1-k—n (3)

k=2n (4)
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Bu dort miinasebet de (k)nin miisavisi (3)te mahalline, m’nin
miisavilerini 2’de yerine, sonra m ve Yy kemmiyyetlerinin
misavilerini de (1)’de mahalline koysak bu vasita ile ara yerde
bulunan k ve m yardimci gayr-i muayyenleri aradan kalkarak su
asagidaki esash iki ifade viicuda gelir:

x=17—-13n, y=5n-1

Burada n kemmiyyetine O0,1,2,3,4,... ilh. a‘dad-1 tammeleri
miisbet ve menfi kiymetler verilerek x ve y gayr-i muayyenleri i¢in
de mukabil miisbet ve menfi kiymetler elde edilmis olur:

Burada dikkat edilirse goriiliir ki x ve y gayr-i muayyenleri igin
hem tam hem de miisbet yalniz n = 1 farzina gére x =4, y =4
kiymetlerinden baska kiymet yoktur. Bu da su muhakemeden pek
giizel istidlal olunur:

17 — 13n ifadesinde yalniz n’ye (0) ve (1) kiymetleri verilirse bu
ifade miisbet adedler verir. Fakat (—1)’den nakis na-miitenahiye
kadar kiymetlerin kaffesi i¢cin de bu ifade a‘dad-1 miisbete viicuda
getirir. Halbuki 5n — 1 ifadesinde n kemmiyyetine (1)’den bed’
ile na-miitenahiye kadar a‘dad verilirse miisbet adedler hustle
getirir. Oyle ise yalniz n = 1 olduguna gore bu iki ifadenin her
ikisi de miisbet olarak tam adedler verip (n)’nin sair kiymetleri
icin x ve y kiymetlerinin her ikisinin de ayni zamanda miisbet
kiymet almalari muhaldir.
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60. Iki mechulii havi tek bir muadelenin halli icin
yapageldigimiz muamele ve usule iyice dikkat olunursa anlagilir ki
bu gibi muadelatin kaffesi — ne sekilde olursa olsun — halledilebilir.
Ciinkii bu usul layiki vechile nazar-1 dikkat ve itinaya alinarak
muhakeme edilirse goriiliir ki icra edilen taksimler sayesinde elde
edilen mechullerin hep emsalleri gittik¢e kiiclilmekte ve nihayet bir
mechuliin olsun emsali behemehal vahide irca edilmektedir.
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Yedinci Fasil

(Kiistrat-1 Miitevaliye Nazariyyesi) /
Ta‘rifat ve Ma’liimat-1 Ibtidaiyye
61. Kiistirat-1 miitevaliyenin  mucidi “Lord Brouncker”

taninmis ise de kiisirat-1 mezkarenin havass-1 meshiresinin pek
kiymettar menafiinin kasifi “Huygens” nam alimdir (1682).

Kiistirat-1 miitevaliye nazariyyesi, malum bir adedin en takribi
kiyem-i muhtelifesini ihtara yardim eder ve iste bundan dolay1 bu
kesirler bittabi uliim-1 riyaziyyenin tahlilat kismina dahil olmustur.

Evvel-emirde tenvir-i ezhan i¢in bir misal iraesiyle ise giriselim:

Bi‘l-farz % aded-1 ma’limunun kiymet-i takribiyyesini bulmak

icin bunu kiisirat-1 miitevaliyeye tahvil etmek matlib olsun.
Soylece yapmali:

Evvela sureti mahrec iizerine taksim edip bunu su vechile yazmali:

381_1+ 1
266 266

1

Uy
21

Ba‘dehu % adedi hakkinda da ayn1 muameleyi icra etmeli:
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266_2+ 1
115 ~ 115
3
Ve keza:
115_3 1
36 36
7
Ve yine:
36—5+
7=

olur. Simdi sirasiyla miisavileri mahallerine koyalim:

k| | || || [0 ||
266 24 1 :

34+ —1

5+ 7

Iste % ifade-1 kesriysesi, boylece bir kesr-i miitevaliye tahvil

edilmis oldu. Simdi umumi bir tarzda kesr-i miitevalinin seklini

arayalim, bulalim:

N herhangi bir aded-i kesriyi ifade eylesin ve bunun kiymet-i
takribiyyesini bulmak matlib olsun. Bundaki en kiiclik aded-i
tammi f ile gosterelim ve y adedi de (1)’den a‘zam olsun. Bu
halde:

N—f+1
y

miinasebeti hasil olur. Burada y adedinin de b aded-i tdammini
bularak ve yine z adedini 1’den a‘zam farz ederek:
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—h+o
Y= Z

bulunur. Eger ¢ de z adedinde dahil en biiylik aded-i tdm ise ve u
da 1’den a‘zam ise bu halde:

z=c+—
u

ve
1

u=d+— ilh..
v

miinasebetleri bulunmus olur.

Simdi N ifadesinde y, z, u kemmiyyetlerinin kiymetleri miiteakiben
mahallerine vaz‘ edilse, N adedinin kiymeti su asagidaki sekilde
tezahiir etmis olur:

1
N=f+—1 . [1]
b+—1
C+—1
d+§

Su yukardaki ameliyata devam edilirse, iki halin zuhuru
muhtemeldir. Birinci hal: y,z,u,v adedlerinden biri aded-i tdm
olabilir. Bu faraziyeye gore ameliyat nihayete ermis, yani kesilmis
olur. Bu halde, N adedinin tamamen kesr-i miitevaliye tevsi‘i
miimkiindiir denir.

Ikinci halde ise v,z,u,v adedlerinden higbiri tam olarak zuhur
etmez ve bu halde ise ameliyat miinkati olmayarak bir stret-i gayr-i

mahdidede — her ne kadar (1) miisdvati daima mevcut ise de —

) . 1111 C. ..
uzayip gider. Ve eger —,—,—,—, ... kesirlerinden biri hazf olsa bu
y'z'nv

miisavat takribi olur ki, bu hdlde N adedi i¢in bir takim kiyem-i
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takribiyye elde edilir ve bunlara [miircia‘] yahut [kiisGrat-1
miitekaribe] nami verilir.

Burada birinci miircia‘ [;’den sarf-1 nazar edilerek] f’dir. Ikinci

miurcia‘[-’den sarf-1 nazar olunarak + =’dir. Ucliinci murcia*
z b

[%’den sarf-1 nazarla] f + ﬁ’dir; ve hakeza:
c
¥, Z, U, ... mahrec-i miiteakibleri tam haric-i kismetlerdir. Halbuki

bu mahreclerin yalniz kism-1 tdmlarini ire eden b, ¢, d, ... adedleri
111

de gayr-i tam haric-i kismetlerdir. PR kesirlerine de “kiistrat-

1 miitemmime” ismi verilir.
Goriiliilyor ki b, c,d, ... gayr-i tam haric-1 kismetleri en asagidan

vahide miisavi miisbet a’dad-1 timmedir. Yalniz, f, eger N adedi
vahidden din olursa, sifira miisavidir.

62. Her miisterekii’l-mizan aded, mahdud bir kesr-i
miitevaliye tevafuk eder. Ve her kesr-i miitevali-yi mahdid da
miisterekii’l-mizan bir adedi ibraz eyler.

Zira, farz edelim ki % miisterekii’l-mizan bir adeddir. B adedini ¢
tizerine taksim edelim. Bu taksimde h haric-1 kismeti, r de bakiyi

gostersin. Bu halde:

b r
—=h+-=h+
c c

Q| -

musavatr hasil olur. Kezalik ¢ adedini r tlzerine taksim edelim.
Bunda da haric-1 kismet h ve baki de r olsun. Bu halde:
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miisavati hustile gelir. Bu minval ilizere devam olunursa anlasilir ki,
yapilan ameliyat tipki b ile ¢ adedlerinin kasim-1 miisterek-i
a‘zamlarim taharri i¢in yapilan ameliyatin aynidir. Hatta bu b ve ¢
adedleri miitebayin bile olsalar, nihayet bir bakiye dest-res olunur
ki, o da sifirdan ibarettir.

. b, . et e A C A
Bundan anlagilir ki ;’mn tevsi‘ini irde eden kesr-1 miitevali mahdud

haddlere maliktir.

Kasim-1 miisterek ameliyatinda ihtar edilen haric-i kismetler
b,c,d, ... gayr-i tam haric-i kismetleri tanitir. Bunlarin ma’kaslari

111 . . ool LA A £ . [ .
olan PR ifadeleri de (kiistirat-1 miitemmime)yi gosterir.

Bilakis bir kesr-i miitevali-yi mahdtd farz edelim. Bunun
miisterekii’l-mizan bir adedi irae ettigini ispat etmek i¢in kiistirat-1
miitemmime ile gayr-i tam haric-1 kismetlerden baslayarak irde
olunan ameliyat1 yapmakla iki haddi, yani sureti ile mahreci bir
aded-i tdmdan ibaret bir kesr-i adiye vasil olunacagi siiphesizdir.
Tenvir-i efkar i¢in adedi bir misal ile alalim:

1
N=3+—1
5+—1
7+§
miiteakiben su ifadeler elde edilir:
7_|_1_64
9 9
- 1 _5+9 329
7+1_ 64 64
9
64 1051
N=3+ =—

329 329
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63. Her kesr-i miitevalide, miircia‘larin kiymetleri, asil kesr-i
miitevall kiymetinden, miinavebeten asgar ve a‘zamdir. Tek sira
miircia‘lar, kesr-1 miitevaliden asgar, ¢ift sira miircia‘lar ise kesr-i
miitevaliden a‘zamdir. Zira, su kesr-i miitevaliyi tasavvur edelim:

1

N=f+ 1
bt——7—

c+ar-

Bu kesr-i miitevali asagidaki miisavatlardan miiteakiben hustle

gelmistir:

Simdi N yerine f alinmis olsak i kesrini ithmal etmis oluruz ki, bu

halde N > f olur.

Eger N yerine f + % alinmis olsa:

1
N=f+—1
b+E
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ifadesinde i kesri ihmal edilmis olur ki, bu halde kesr-i
miitemmimin mahreci tenkis edilmekle kiymeti tezayiid eder; bu

sebepten N < f + % olur. Ve yine,

f+ _—
1
b+ z
ifadesi N yerine alinacak olursa,
1
T A
Bl 1 1
_l_ —
€Tu

ifade-1 tammesinde % terk ediliyor. Oyle ise % kesrinde mahrec
e

u

tenkis ve bu cihetle de bu kesrin kiymeti tezyid edilmis oluyor. Bu
sebepten:

1
b + 11
+_
C u

kesrinin mahreci ziyadelestiriliyor. Yani bu kesrin kiymeti tenkis
edilmis oluyor. Bu takdirce:
1
N>f+——7p

1
b+E

olmak lazim gelir. Kezalik N yerine:

1
fr—

b+c+d

alinsa:
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T
b+ —
c+—
d-l-;

=
I

ifade-1 tammesinde % terk olunuyor. Bu halde ﬁ kesri tezyid

4

ediliyor. Bununla beraber

kesri tenkis edildiginden:

1

1
b+ P
kesri tezyid edilmis olur. Bu sebepten:

N<f+ :
b+——
+_
€Ta

oluyor. Iste bu muhakemat aym vech ile yiiriitilerek da’vanin
siibutu tahakkuk etmis olur.

Bu kaziye soylece de ifade olunabilir: Her kesr-i miitevalinin
kiymeti, bizzartre, “iki miircia‘-1 miiteakibe” beyninde bulunur.
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Miircia‘larin Teskilat Kanunu

64. Keyfe-me’ttefak su kesr-i miitevaliyi alalim:

1
1

x=f+
b+

1
C+m

Burada ilk dort miircia‘y1 hesab edecegiz ve bundan, teskilata ait
bir kanunun mevcudiyetini arayacagiz.

Birinci miircia‘: f veya I’dlr.

1 bf+l, .
Ikinci miircia‘: f + i fT dir.

. 1 c fbc+f+c, ..
Uglincii miircia‘: — = = dir.

¢ f + b+% f == bc+1 bc+1

U, . D). 1 1
Dérdiincii miircia‘: f+——=f+—7=f+

b+—5 b+
C.|.a cd+1
cd+1 fbed+cdtfdtfbit, .
= ir.

bcd+b+d bcd+d+b

Ucgiincii ve dordiincii miircia‘lari tasavvur edersek, goriiriiz ki, her
miircia‘, tevakkuf edilen gayr-i tdm haric-1 kismeti, kendinden
evvel gelen miircia‘nin her iki haddine darb edilerek hasil-1 darb,
kendinden iki sira evvel gelen miircia‘nin haddlerine miitenaziran
zam olunarak viicuda geliyor.

Bu kanunun umumi oldugunu ispat etmek icap eder; yani, herhangi
lic miircia‘-1 miitedkibe hakkinda sahih olan bu kanun, bu ii¢
miircia‘dan sonra gelen miircia‘ hakkinda da sahihtir. Bunun bdyle
oldugunu ispat edelim:
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t

T q
7’q_ t!

-,— U¢ miircia‘-1 miitedkibe olsun ve kanunun bu ii¢ miircia‘
. A . . . T . . A s
hakkindaki ahkami1 sahih olsun. f adedini = miircia‘sina raci‘ son

gayr-i tam haric-1 kismet farz edelim.
Bu halde su miinasebetlerin dogru oldugunu farz etmis olduk:

r=qf +t } roqf +t
r'=q'f+t)r  qf+t

Simdi %’den sonra gelen % miircia‘sina gegmek i¢in, suna dikkat

etmek lazimdir ki, bu son miircia‘nin %’den farki f yerine f +%

koymaktan ibarettir. m adedi f’den sonra gelen gayr-i tdm haric-i

kismettir. O halde su miinasebat husile gelir:

x Q(f+%)+t_(qf+t)m+q

Y gy @I mEa
Yani:

X rm+tq

e LiRnchs gy

olur.

Iste yukarda beyan olunan teskilat kanununun umumi oldugu
boylece siibut bulmus olur.

65. Bu kanunu tatbik etmek icin ilk iki miircia‘nin tesekkiil
etmis bulunmasi lazimdir. Lakin ikinci miircia‘y1, beyan edilen

kaideye tatbiken mevki-i fi’le ¢ikarmak i¢in bas tarafa % miircia‘-1
izafiyyesini idhal etmek kafidir. Bu halde kaidemize tatbiken, bu

e A o f . .
miircia‘-1 izafiyye, birinci miircia‘-1 hakikiyye olan I ile terkip

e . fo+1 . . .
olunarak ikinci miircia‘nin kiymeti olan - ifadesini vermis olur.
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Iste miircia‘larin suver-i teskiliyyelerini teshil i¢in su asagidaki
algoritmay tatbik etmelidir:

f b c d

| -

fIbf+1 |bfc+c+f |bfcd+dc+df +bf+1
1 b bc+1 bcd+d+b

Bir hatt-1 ufki tizerine f,b,c,d, ... gayr-i tdm haric-i kismetlerini
. . . 1 . A .
vaz‘ ederiz; sonra bir sira geriye 5 miircia‘-1 izafiyyeyi yazariz ve

birinci miircia‘y1 da hatt-1 ufkinin altina ve birinci gayr-i tam haric-
1 kismetin tahtina vaz* ederiz. Bundan sonra, yukarda tarif ettigimiz
kaideye tatbiken, miiteakiben diger miircia‘lar teskil eyleriz.

Miircia‘larin Havass-1 Esasiyyesi
66. Da’va-y1 Nazari: Miircia‘lar yukarda tarif olunan kaideye

tevfikan tesekkiil etmis ve 22 de bir stret-i umimiyyede n + 1

dn

sirasindaki miircia‘y1 irde eylemis farz edilse, su:
Pndn-1 — GuPn-1 = (=" ...(B)
miinasebeti husile gelir.
Zira f,,_4, n. gayr-i tam haric-i kismet olsa,
Pn = Pn-1-fn-1 + Pn—z
An = Gn-1-fo-1 + Qn—2

miinasebetleri tahaddiis eder. Bu miisavatlarin birincisini q,,_; ve
ikincisini de —p,,_; ile darb ettikten sonra mecmular1 alinmis olsa,
su:
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Pndn-1 — AnPn-1 = —(Pn-1-Gn-2 — qn-1-Pn-2)

miinasebeti elde edilir. Bu miinasebetten istinta¢ olunur ki:

(_l)n(ann—l - ann—l)

ifadesi, n adedi ne olursa olsun, aym1 kiymete maliktir. Her iki
miircia‘-1 miitedkibeden birincinin suretiyle ikincinin mahreci ve
keza birincinin mahreciyle ikincinin sureti hasil-1 darblari
beynindeki fazl (+1)’de miisavidir. Eger ilk miircia‘nin siras1 ¢ift
ise tefazul (+1) ve eger tek ise (—1)’dir.

Bu nazariyye soylece de ispat olunur:

a a; a,

a laa; +1 |aa,a; +a+a
1 a, a;a, +1

| -

Netice 1: P, ve ¢, adedleri miitebayineyn olduklarindan Pr kesri

Pn

bir miurcia‘dan ibarettir.

Zira, (B) ifadesinden miisteban olur ki, P, ve ¢, adedleri higbir
kasim-1 miistereke malik degillerdir. P,_; ve ¢,_; de boyledir.
Eger Gyle olmasa, o kdsimin (—1)™’yi de taksim etmesi lazim gelir
ki bu hilaf-1 hakikattir.

Netice 2: Iki miircia‘-1 miitedkibenin beynindeki fazl, bir kesre
miisavidir ki bu kesrin sureti vahidden ve mahreci ise bu iki
miircia‘nin  mahrecleri hasil-1 darbindan ibarettir. Zira (B)
miisavatini @, @, _, hasil-1 darbi ile taksim etmis olsak:

Pn Pn—l _ (_1)11

Pn Pn-1 a PnPn-1
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miinasebeti elde edilmis olur ki da’vamiz da bununla sabit olmus
olur.

Murabba’-1 Tam Olmayan Bir Adedin Cezr-i Murabba’inin
Kesr-i Miitevaliye Tevsi‘i

67. Bundan evvel herhangi bir kemmiyyet olursa olsun
(misterek’iil-mizan olmak sartiyla) kesr-i miitevaliye tevsi‘i
hakkinda verilen malumat, a‘dadin cezr-i murabba’larina da

VA+B
C

siihiiletle tatbik olunabilir ve bir slret-i umimiyyede

ifadesine kabil-i tatbiktir (4, B, C adedleri tam olmak sartiyla).

Lakin ameliyatin tarz ve revisini, bir stret-i vazihada goérmek,
anlamak icin hususi bir misal, bir misal-i adedi irae etmeyi

miinasip addeyledik.
A = 19 olsun;
x=v19=4+ —
X
Bundan:
, 1
x =
V19 — 4
Yahut:
. V1944
x'= E—

hustile gelir. Bu kemmiyyette dahil en biiyiik haric-1 kismet 2’dir.
Binaenaleyh,
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X

V19 -2
= —+2

V19-2

. 1. A
olur. ifadesi: P ile irde olunsa:

. 3 V19 + 2
X = =
V19 =2 5

Su asagidaki suver-i ameliyye, kaideyi vazih surette gosterir.

V19 — 4
x=vV19=44+—"—"

1
1 V19 + 4 V19 -2
' 2+
X = = == —_—
V19 — 4 3 3
3 V19 + 2 V19 -3
" 1+
X = = = _
V19 -2 5 5
5 V19 + 3 3Jr\/19—3
X = = = —_—
V19 -3 2 2
" 2 V19 +3 1Jr\/19—2
X = = = _
V19 -3 5 5
+ —_
5 V19 + 2 V19 — 4
xV = = =24+ —
V19 -2 3 3
" 3 V19 + 4 8+\/19—4
X = = = —_—
V19 — 4 1 1
1 V19 + 4
XV = = .- 3 =2+ --ilh

Bu hadde vasil olununca goriilityor ki, x*’nin kiymetinden x’

kiymetine miisavi bir ifadeye diisiilmiis oluyor. Bundan neset eder
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ki, evvelce bulunmus olan 2,1, 3,1, 2, 8 haric-1 kismetleri yine ayni

tarzda zuhur ederek devredeceklerdir. Bu cihetle v19’un kesr-i
miitevaliye tevsi‘inde su haric-i kismetler tahaddiis edeceklerdir:

4:2,1,3,1,2,8; 2,1,3,1,2,8; 2,1,3,1,2,8; ...ilh

Burada goriiliiyor ki ilk hadd olan 4’ten sonra 2,1, 3,1, 2,8 devri
ayni sirada zuhur ederek na-miitenahi tekerriir edip gidiyor.

68. Simdi A keyfe-me’ttefak bir aded olsun. a? de bu A4
adedinde dahil en biiyiik haric-i kismeti irde eylesin. b de baki
olsun; su sart ile ki, A = a® + b miinasebetini husile getirsin: VA
kesr-i miitevaliye tevsi® edilirse, evvel-emirde,

VA—a 1

x=VvA=a+ =a+—
1 x

1 _\/Z+a_\/z+a
VA—-a A-a*> b

x'=

..ilh

olur.

Farz edelim ki, ameliyati na-miitenahi olarak temdit ettik ve x™
yahut

VA+]
D

y

haric-1 kismet-i timmina vasil olduk. y’de dahil olan aded-i tdm u
olsun. Bu halde,

VA+I 1

D Hty

y

ifadesi elde edilir. Bundaki baki ise
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y' D
olur. Bundan:
, D
y =—
VA +1—uD

istihrag edilir ve mademki eskalin miisabeheti:

, NA+T
y_ D[

olmasini istilzam ediyor; bundan su asagidaki muadeleye dest-res
olunur:
D' A+
VA+1—puD D’

Bu muadelede, asammlar asammlara, muntaklar da muntaklara
miisavi olmak sartiyla tefrik olunsa, su:

I"'=uD —1 ..(m)

A_III

D' =
D

..(n)

minasebati elde edilir.

VA+I'
DI

Iste @ haric-1 kismet-i timmindan, bundan sonra gelen
haric-i kismet-i timmini istihrag etmek i¢in en basit kanun.
I'" ve D' adedlerinin kesir olarak zuhur etmesinden de siiphe

edilmez. Zira, I' kemmiyyetinin miisavisi D’’de mahalline vaz’
edilse,
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D,_A—(MD—I)Z_A—IZ
N D D

+2ul —uD ...(H)
olur. Imdi,
A-1'*=D'D

miisavatt elde edilip eger % ifadesini takaddiim eden haric-i

VA+I
DO

kismet-i tam ile gosterilmis olsa ayn1 miisabehet tarikiyle

A—-1?>=DD°

miinasebeti husile gelir. (H) miisavatinda miisaviler mahalline
vaz‘ edilmis olsa,

D' =D°+ 2ul — u?D
Burada gortliyor ki, ilk iki héric-i kismet olan \/me,\/z:o

ifadesinde D ile I aded-i tamdir. Sairlerin kaffesinde de tam olarak

zuhur edeceginde de siiphe yoktur.
D' i¢in bulunan kiymet, su sekilde konabilir:
D' = D%+ u(2I — uD)
Yahut:
D' =D+ u(l +1—uD)

olup m miisavatt (—1) ile darb olunup burada mahalline vaz’
edilse

D'=D°+pu(l -1

olur. Bu vech ile su:
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o VA+I°
=T
e VA+1
H=7D
Iki haric-i kismet-i tAmm-1 miitedkibden, bunlardan sonra gelen
\/ZDJ:I haric-1 kismet-1 tammu su diisturlarla elde edilir:

I'=uD—1, D' =D°+pu(l-1)

Iste bunlar devam kanununu son derece basit bir hale getirmis
oluyorlar.

ax + by = ¢ Seklindeki Muédelelerin Kiisiirat-1 Miitevaliye
Nazariyyesi ile Halleri

69. Malumdur ki, % tarzinda (a ile b adedleri miitebayindir)

bir ifadenin kiistirat-1 miitevaliyeye ircai hallinde:

P1 P2 P3 Pn-1 Pn

4192 @3 Qne1 Gn

gibi bir takim miircia‘lar elde edilir ki, bu silsilede son P miircia‘si

dn

%’den baska bir sey degildir. Bu son kesirden maada sair kiisGiratin

..a . N . . Ay - .. .
her biri > kesr-i aslisinin bir kiymet-i takribiyyesini verir.

Bundan baska bu miircia‘lardan her iki miircia‘-i miiteakibenin
fazllar1 alinirsa (mahrec-i miistereke irca edilerek tarh ameli de icra
olunmali) husile gelecek kesrin sureti mutlak (+1)’dir. Yani
umumi olarak son iki miircia‘ i¢in bu tarh amelini yapalim:

p_n _ Pn-1 — Pndn-1 — Pn-19n
n qn-1 Andn-1
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Iste bu son kesirden:
Pndn-1 — Pn-19n = D" .. (k)

miinasebeti zuhur eder ki burada n adedi 2* kesrinin sirasini yani

dn

cift veya tek sirada oldugunu gosterir. Eger n ¢ift sirada ise (k)
ifadesi (—1) ve eger n tek sirada ise mezkar ifade (+1) verir.

Iste kiisirat-1 miitevaliyeden bu kadarcik malumat ile muadelemizi
halledebiliriz. Biz burada daima yukardaki muadeleyi halledecegiz
ki yapilan muhtelif usuller beynindeki farklar kolaylikla tezahiir
etsin:

S5x +13y =72

gayr-i muayyenlerin emsalleri daima miitebdyin olacak. Boyle bir
muadelede, gayr-1 muayyenlerin emsallerinden herhangisi olur ise
olsun suret intithap olunabilse de biiyiligii suret, kii¢cligli mahrec

D . 13 .
olmak tizere alinmakta faide vardir. Burada = kesri alinir. Bu

kesrin sureti ile mahrecini gosteren adedlerin — taksim-i miitevali
ile — kasim-1 miisterek-1 a‘zami taharri olunur, yani sdyle yapilir:

2

1

[a—y
(V8]

(SO BRVN B S

el B B

O o e

(V5]

Birinci hatt-1  ufkinin {stinde bulunan: 2,1,1,2 adedler,
taksimlerden zuhur eden haric-1 kismetlerdir ki 1—53 kesrinin kusurat-

1 miitevaliyeye sOylece irca edilmesine vasita olurlar:

13 1
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kiistirat-1 miitevaliyede miircia‘lar1 bulmak i¢in su asagidaki
(algoritma) kullanilir:

2 1 1 2
112 ]13]5 |13
011 11215

Buradaki % sekli (algoritma) kanununu usulii dairesinde muhafaza

etmek i¢in izafl, itibari bir miircia‘dan ibarettir ki buna Frenkler
[Réduite fictive] derler. Burada son iki miircia‘y1 alacak olsak,
yukarda tarif ettigimiz iki miircia‘-1 miitedkibenin suretleri
beynindeki fazl (1) olduguna gore:

55—-132=-1

miinasebetini buluruz. Simdi burada muadelemizi goz 6niine alalim
da ona gore bu miinasebeti tanzim edelim. Muadelemiz su idi:

S5x +13y =72

Yukardaki miinasebeti bu muadeleye benzetmek i¢in, miinasebet-i
mezbirenin her iki tarafini1 (—1) ve 72 ile darb edelim:

13.2.72 —5.5.72 =72
olur.

Asil muadelede gayr-i muayyenlerin emsalleri miisbet oldugundan
bunu nazar-1 itibara alarak, miinasebeti soylece tanzim edelim:

5.(=5.72) + 13.(2.72) = 72

Iste bu son miisivata nazar-1 dikkati nasp edersek goriiriiz ki,
birinci parantez igindeki (—5.72) héasili (x)in, ikinci parantez
dahilindeki (2.72) hasil-1 darb1 da (y)nin kiymetleridir. Yani:
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x = —5.72 = —-360
y =2.72 =144
tur.

x ve y kemmiyyetlerinin su bulageldigimiz miisavileri asil
muadelede yerlerine konulsa, ger¢i tevafuk ettikleri goriiliirse de,
burada x ve y gayr-i muayyen olduklarindan la-yuadd kiymetleri
olmak iktiza eder ki, bunun i¢in yukardaki buldugumuz
miisavatlar su hale irca etmek iktiza eyler:

x =—-360+4+13m
y =144 —5m

x ve y kemmiyyetlerinin en kiigiik kiymetlerini bulmak i¢in m
gayr-i muayyen kemmiyyetine Oyle miinasip kiymet verilmelidir
ki, x gayr-i muayyeninin ilk kiymeti m’nin emsali olan 13
adedinin nisfindan asgar olsun.

Iste burada — % taksiminden haric-i kismet 28 olarak verilirse:

x=4+13m

olup y i¢in de m’ye ayn1 28 kiymeti verilmelidir. O da:

y=4—-5m
olur. iste su:

x=4+13m

y=4—-5m

miinasebetlerinde m kemmiyyetine 0,+1,+2,+3,...ilh silsile-i
a‘dad-1 tabiiyyenin miisbet veya menfi herhangisi olursa olsun
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verilmis olsa, asil muadeleye tevafuk edecek x ve y kemmiyyetleri
i¢in layik kiymetler elde edilmis olur.

Simdi gelelim, yukardaki x ve y gayr-i muayyenlerinin ilk
kiymetlerine 13m ve 5m miktarlarinin suret-i idhalini ispata:

ax+ by =c ..(k)
Bu muadelede a ile b adedleri miitebayindir.

Bu halde % kesrini kiisirat-1 miitevaliyeye irca ederek x ve y i¢in

birer kiymet buluruz. Nasil ki yukarda boyle yaptik ve birer kiymet
bulduk.

Farz edelim ki buldugumuz kiymetler:
x = h, y=d

olsun. Bu kiymetleri (k) muadelesinde mahalline vaz‘ edelim ve
bu ikinci muadeleyi birincinin altina yazalim:

ax+by=c
ah+bd =c
olup bu iki miisavattan:
ax + by = ah + bd
miisavati husile gelir. Bundan:
a(x —h) =b(d—vy)

olup bundan da:

musavati hasil olur.
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% kesri a ile b miitebayin olduklarindan gayr-i kabil-i ihtisar bir

kesirdir. Bu halde (d —y), a’nin ve (x —h) adedi de b’nin
misilleri olmak zaruridir. Oyle ise:

ma=d-—y
mb=x—nh
olur. x ile y halledildikte:
x=mb+h
y = d—m.a} il

olup matlib sabit olur.

Ihtar: Su cihete dikkat etmelidir ki, eger halli matliib muadelede a
veya b’den birisi menfi olursa ve mesela muadele:

ax —by=c

seklinde bulunursa, bu halde (t) miinasebetlerinin tekmil
haddlerinin miisbet oldugu goriiliir; yani sdyle olur:

x=h+m.b
y=d+m.a
sk
70. Ayni muadeleyi bir de Alman mesahir-i riyaziyytinundan

“Gauss”un vaz* etmis oldugu miiteadil usulii ile halledelim:
S5x +13y =72
Bunu miiteadile tahvil eyleyelim:
5x = 72 (muaddil 13)

Bu miiteadilin sag tarafindan (13) muaddilinin (5) mislini tarh
edelim:
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5x = 7(muaddil 13)
Yine sag tarafina 13 muaddilini zam eyleyelim:
5x = 20 (muaddil 13)

5 adedi ile 13 adedi miitebayin oldugundan tarafeyni 5 ile taksim
caizdir. Oyle yapalim:

x = 4 (muaddil 13)
Bu son miiteadili musavata tahvil etsek:
x=4+13m

olup asil muadelede (x)in bu miisavisini mahalline koyup da
halletsek:

5(4+13m) + 13y =72
olup bundan:
513m+ 13y =72 — 20 = 52

olur. Tarafeyn 13 ile taksim edilse:

Sm+y=4
olup bundan da:

y=4—-5m
olmus olur.

Dikkat olunur ise miiteddillerin ne kadar siihiiletle muadeleleri
hallettikleri ve pek stimullii olduklar1 def’aten anlasilmis olur.
Ciinkii 13m ve 5m adedlerini idhal i¢in yukarda yapildig1 gibi
ayrica ispata hacet olmayip bunlar miiteadillerin usul ve kavaidi
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miucibince kendi kendilerine x ve y kemmiyyetlerinin
miinasebetlerine dahil olmaktadir.

Miiteaddit Gayr-i Muayyenleri Havi Bir Muadelenin Siret-i Halli

Bundan evvel iki gayr-i muayyeni yani iki mechulii havi tek bir
muadelenin suver-i halliyesini izah ve beyan etmis ve buna ait
umumi diisturlar1 da bi’l-isbat istihra¢ eylemis idik. Simdi de,
ikiden ziyade miiteaddit mechulleri, daha dogrusu gayr-i
muayyenleri havi tek bir muadelenin suret-i hallinden
bahsedecegiz.

Boyle bir muadelenin sekl-i umiimisi sudur:
ax+by+cz+-+dutev=m ..(1)

Burada aq,b,c,d, ...,e emsalleri malum olarak a‘dad-1 timmeden
ve x,Y,Zz, ...,u, v kemmiyyetleri de mechul veya gayr-i muayyen
tam adedlerden ibarettir. Eger a,b,c, ...,d, e adedleri miitebayin
degillerse, k bunlarin kasim-1 miisterek-i a‘zami olsun. Eger bu k
kasim-1 miisterek-i a‘zami1 m adedini tamamen taksim etmezse,
mesele gayr-i kabil-i halldir. Yani a’dad-1 tamme olarak gayr-i
muayyenler i¢in kiymetler bulmak miimkiin olamaz. Eger k adedi
m adedini de tamamen taksim ediyorsa, bu halde tekmil-i
muadeleyi bu k adedi ile taksim ederiz. So6ziin hiilasasi sudur ki
(1) gibi bir muadelede emsaller daima miitebayin farz olunabilir.

Simdi beyan edecegiz ki bodyle bir muadelenin halli hem
miimkiindiir, hem de her ameliyede bir mechul tenkis edilerek n
kadar mechulii havi bir muadele evvelda n — 1 kadar mechule,
saniyen n — 2 meghule ve ... ilh. 2 mechullii bir muadele heyetine
irca edilebilir ki boyle iki mechullii bir tek muadelenin suver-i
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halliyyesini zaten Ogrenmis oldugumuzdan (1) muadelesini
kamilen halletmis oluruz.

Evvel-emirde (1) muadelesini su sekilde ifrag ederiz:
ax +by+cz+--+du=ev |[2]

Eger burada a,b,c,...,d adedleri miitebayin iseler, v gayr-i
muayyenine istenilebilen bir kiymet-i adediyye verilebilir. Bu
halde muadele x,7y, z, ... mechullerini havi, yani asil muadeleden
bir mechul noksan bir muadeleye irca edilmis olur.

Yok; eger a,b,c, ...,d adedleri k # 1 gibi bir kdsim-1 miisterek-i
a’zama malik iseler, yani bu emsallerin (1)den baska bir kasim-1
miisterek-1 a’zami var ise bu halde:

m—ev =0 (muaddil k)

miiteadilini v gayr-i muayyenine gore hallederiz. Bu miiteadil ise
e ile k adedleri miitebayin olduklarindan kabil-i1 halldir. Bundan:

v=f+kw

gibi bir kiymet istihsal ederiz. Burada w yeni bir gayr-i
muayyendir. v’nin bu kiymetini [2] muadelesinde yerine koyalim;
bu takdirce bu muadelenin biitiin haddleri k ile kabil-i taksim olur.
Iste bu minval iizere hareket edilerek (1) muAdelesi nihayet iki
mechullii bir tek muadeleye irca edilmis olur.

Her seyde tatbikat, ta’rifattan ziyade tenvir-i ezhana yardim edegeldigi
icin biz de burada bir iki tatbikatla tavzih-i merama sa’y edecegiz.

Mesele 1: Bir adam, Galata’da av eti satilan bir diikkana gider.
Sercenin tanesi 20 paraya, tavugun tanesi 13 kurusa, hindinin
tanesi 42 kurusa, ordegin tanesi 29 kurusa oldugunu anlar. 1800
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kurusluk bu mubhtelif sikardan almak i¢in acaba beherinden kagar
tane almalidir:

Simdi burada x,y,z,u gayr-i muayyenleri ile serc¢enin, tavugun,
hindinin, 6érdegin adedlerini gostermis olsak, ber-micib-i mes’ele:

0,5x + 13y + 42z + 29u = 1800

muadelesini kurmamiz lazim gelir. Birinci gayr-i muayyenin
emsalini tam kilmak i¢in muadeleyi (10) adediyle darb edelim:

5x + 130y + 420z + 290u = 18000

olur. Burada emsallerle hadd-i ma’limun kasim-1 miisterek-i
a‘zamlar 5°tir. Muadelenin her haddini bu adedle taksim edelim.

x + 26y + 84z + 58u = 3600
olur. Bu muadeleyi:
26y + 84z + 58u = 3600 — x 3)

seklinde yazabiliriz. Bu muadelenin sol tarafindaki emsallerin
kasim-1 miisterek-i a‘zami (2)’dir. Oyle ise:

3600 —x =0 (muaddil 2)
miiteadilini halletmek iktiza eder; bu miiteadil:
x = 3600 (muaddil 2)

tarzinda da yazilabilir. 3600 adedinden 2’nin miimkiin olabilen
misilleri tarh edilse:

x = 0 (muaddil 2)
olur. Bu demektir ki x adedi 2 ile kabil-i taksimdir. Soyle yazilir:

x =2h
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Burada h tam olarak bir aded-i gayr-i muayyeni gosterdiginden
buna istenilen tam kiymetler verilebilir:

h =10
diyelim. Bu halde,
x =120
olur. x’in kiymetini (3) muadelesinde yerine koyalim:
26y + 84z + 58u = 3600 — 20 = 3580
olur. Her bir haddi 2 ile taksim edelim:
13y + 42z + 29u = 1790
olur. Yine bu muadeleyi soylece yazalim:
13y + 42z = 1790 — 29u

olur. Burada sol taraftaki mechullerin emsalleri miitebayin
oldugundan sag taraftaki u gayr-i muayyenine istedigimiz kiymeti
verebiliriz:

u=10
farz edelim. Yerine koyalim:
13y + 42z = 1790 — 290 = 1500 (4)

olur. Iste muadele iki mechullii bir tek muadeleye irca edildi.
Bundan sonra, artik biz keyfe-me’ttefak adedleri mechullere
veremeyiz; teskil edecegimiz miiteadil bu iki gayr-i muayyen i¢in
icap eden kiymetleri bulmaya vasitadir. Bu miiteadil de sudur:

13y = 1500 (muaddil 42)
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Burada 1500 adedini 42 muaddilinin ma-dinuna indirmek icin
bundan 42’nin miimkiin olabilen misillerini ¢ikaralim.

13y = 30 (muaddil 42) ...(5)
42 muaddilinin ii¢ mislini 30°a zam edelim:
13 =30+ 126 = 156 (muaddil 42)
olup 13 ile tarafeynini taksim edelim:’
y =12

olmus olur.
y’nin bu miisavisini 4 muadelesinde mahalline koyalim:

13.12 + 42z = 1500
olup bundan:

42z = 1500 — 156 = 1344

olup bundan da:

tigha. g
=Ty T

7 Yukarda 30 adedine 42 muaddilinin 3 mislini zam edersek, mecmtun (13) ile
kabil-i taksim oldugunu nasil bildik? Bakiniz nasil: (5) miiteadilinden sdylece
bir fikir ile diger bir miiteadil kurduk: “30 adedine 42 muaddilinin kag misli zam
olunsa 13 ile kabil-i taksimdir?”” Bu fikirden:
30+42m =0 (muaddil 13)
miiteadilini kurduk ki, bundan:
42m =-30=9 (muaddil 13)

Yahut:

14m =3
Veya:

14m = 42
Bundan da

m =3 (muaddil 13)
bulmus olduk.
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olur. Simdi sirasiyla buldugumuz gayr-i muayyenlerin kiymetlerini

yazalim:
x =120
y =12
z =32
u=10

Iste 1800 kurusla 20 serce, 12 tavuk, 32 hindi, 10 tane de 6rdek
alinirmis. Asil muadelede bu gayr-i muayyenlerin kiymetleri
mahallerine konmus olsa muadeleye tevafuk eder kiymetler
olduklar1 tahakkuk etmis olur.

Ihtar: Bu mesele gayr-i muayyendir; binaenaleyh, haller,
mechuller i¢in bulageldigimiz kiymetlere miinhasir degildir.
Mesela, bidayette x = 2h miisavatin1 bulmus ve h kemmiyyetine
10 adedi kiymet olarak verilmis idi. Bu kiymet verilmeyip de diger
bir aded-i tdm verilmis olsa, buna gore gayr-i muayyenler de
simdiki aldiklar1 kiymetten baska kiymetler almis olacaklar. iste h
adedinin her kiymeti degistik¢e diger gayr-i muayyenlerin de buna
gore baska kiymetler alacaklar1 bedihidir.

Mesele 2: 3 avci pazara ayni cinsten av eti gotiiriirler. Farz edelim
ki hepsi bildircin goétiirmiis ve satmiglar. Birinci avcr 10 tane,
ikincisi de 25 tane, ii¢lincii avcl da 30 tane bildircin gotlirmiis ve
satmiglar. Esna-y1 avdette yekdigerinden satis hakkinda izahat
isterler. Neticede su tahakkuk eder ki, bunlarin hepsi bildircinlarin
beherini ayni fiyata satmiglar ve her iicli aym1 miktarda meblag
almis. Acaba bu satis nasil vukua geldi? Bu mesele nasil tefsir ve
hallolunur?

Bu meseleyi halle baslamazdan evvel, ufacik bir ihtarda bulunmak
mecburiyetini hissediyorum:
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Bence her mes’ele-i riyaziyye gayet acik, pliriizsiiz ibarat ile ifade
olunmalidir ki, o meseleyi muhasip istedigi gibi muhakeme ederek
halledebilsin. Simdi yazageldigimiz mesele pek eskidir:

Sanirim ki bundan takriben 125 sene kadar evvel riyaziyytindan
“Ozanam” bu meseleyi hall i¢cin (Ulim-u Riyaziye ve Tabiiye
Eglenceleri) nam kitabina derg¢ eylemis idi.

Eski zamanlarda alimler, yekdigerini tartmak ic¢in boyle ibareleri
puriizlii, mesktk ifadelerle meseleler tertip ederlermis. Simdi
ulim-1 riyaziyye o kadar ilerledi ki, bdyle liizumsuz, bi-mana
seylere hacet kalmadi. Bunun icin halli matlib meseleler gayet
acik, meskikiyetten ari ifadelerle yazilmalhdir.

Gelelim simdi bu meselenin tefsirine ve halline:

Meselenin halli miimkiin olmak i¢in avcilar, en asagidan iki
muhtelif fiyatla iki muhtelif satis icra etmelidir; ¢iinkii en az
bildircina malik olan avci kendi bildircinlarini iki muhtelif kisma
tefrik edip de en az olani en asagi fiyatla ve en ¢ok olan1 da en
ylksek fiyatla satarsa boylelikle meselenin halli miimkiin olabilir;
yani boylelikle ii¢ avc1 da ayn1 miktarda meblag almis olabilirler.

Meseleyi basit bir surette halletmek ve bir¢ok gayr-i muayyene
meydan vermemek i¢in iki muhtelif satis farz edecegiz ve satislarin
a’dad-1 tamme ile yani kurus olarak vukua geldigini tasavvur
eyleyecegiz.

Bu suretle x,y, z kemmiyyetleri sirasiyla her avcinin kendi malik
oldugu bildircinlardan ayirip ilk beher bildircini t kurusa sattigi
miktarlar1 gostersin. Bundan sonra beher avcida sirasiyla kalan
bildircinlarin adedi:

10 —x,25—-y,30—2z
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olup bunlarin beherini de t’ kurusa sattiklar1 farz olunsun. Ber-
miticib-1 mes’ele su miinasebat tahaddiis eder:

tx+ t'/(10—x)=ty+ t' R5—y)=tz+ t' (30 — 2)

Bu miinasebattan su {ic muadele istihsal olunur:

_15ﬂ\

R A

20t
—z=—7 ..(1
X—7Z — (D

Bt

y-z=v_¢)

Bu muéadelelerde x ve y ve z kemmiyyetlerinin aded-i tam
olmalarin i¢in (t —t') tefizuliiniin 15,20,5 adedlerini ve
binaenaleyh bu adedlerin kasim-1 miisterek-i a‘zamlar1 olan 5
adedini tamamen taksim etmesi lazim gelir. Bu takdirce bizzarure:

t—t'=5
olmak iktiza eder. Bu miinasebetten su kiymetler istihrag edilir:
t=6,7,8910,..
t'=1,2,3,4,5,..

Bu kiymetlerden birini ve mesela:

kiymetlerini alalim, ve bunlar1 1 ile irae olunan miinasebetlerden
son iki miinasebette yerlerine koyalim:

XxX—z=4

y—z=1
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iki gayr-i muayyen muadeleler hustle gelir. Burada 2z
kemmiyyetine keyfe-me’ttefak a’dad-1 tamme verilerek bunlara
mukabil x ve y kemmiyyetlerinin kiymetleri bulunur. S6yle olur:

; vy=1, x =4 olduguna gorez =0
; ¥y =2, x=5o0lduguna gore z=1
..ilh ..ilh

Pek kolaylikla goriliir ki, z > 6 olamaz. Hatta z = 6 bile olamaz;
¢linkii bu halde x = 10 olur ki, birinci aveinin kendi bildircinlarini
hi¢ ikiye ayirmadan, oldugu gibi satmasi icap eder ki bu miimkiin
degildir. t'=3,t =8 de olamaz. Zira bu hilde x > 10 olur.
Bunun boyle oldugu da 1 muadelelerinin ikinci muadelesinde
miisaviler mahalline konsa:

x—z=12

muadelesi hasil olur ki burada z = 0 bile olsa x = 12 olup bu ise
muhaldir. Hasili su asagidaki ancak on hal, meseleye tevafuk eder:

t=6 z=0,1,23,4,5,6.
=1 x=4,56789,10,

y=1,23,4,5,6,7.
t=7 z=0,1,2.

t'=2 z=8,910.

y =234
skskok
71. Hesab-1 a’la, ulim-1 riyaziyyenin pek c¢ok suabatina

fevaid-bahs bir surette hizmet eder. Bakiniz, bu hususa dair hesab-1
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a’lanin  mucidi denmeye sayan olan Alman mesahir-i
riyaziyytinundan (Gauss) ne diyor:

“Bu kitabimizin pek c¢ok muhtelif yerlerinde hesab-1 a’lanin
(Arithmetique Transcendante) uliim-1 riyaziyyenin suabat-1
sairesine ne kadar faideli hizmet ettigini bi’l-miinasebe zikir ve
beyan etmis idik. Bu fasilda da evvel-emirde kiisiiratin daha basit
kesirlere tefrikinden... bahsedecegiz.”

(Gauss) burada bir¢ok mebahisten bahsediyor ki, biz bunlar1 sirasi
geldikge ileride zikredecegiz. Yalniz burada sira, bir kesrin daha
basit kesirlere tefrikine geldigi icin (Gauss)’un soziinli burada kesip
biraktik.

72. Mesela % kesrinin mahreci a, b, c, ... ilh. madribat-1

asliyyesini havi olsun. Bu kesri mahrecleri a’dan, b’den, c’den, ...
ibaret olmak iizere tefrik icin suretleri x,y, z, ... gayr-i muayyen
kemmiyyetlerden, mahrecleri de a,b,c, ... adedlerinden ibaret

. . . A m . w“ A A
olmak tizere birtakim kesirler mecmtunu asil = kesrine miisavi

kilariz. Bunlar1 mahreclerinden tecrit ettikten sonra, emsalleri
a‘dad-1 tammeden ibaret miiteaddit mechullerden terekkiip etmis
bir tek muadele hasil olur. Bu muadeleyi bundan evvel beyan ve
tarif ettigimiz tarz ve usulde hallederiz, maksada vasil oluruz.
Gergi bunu (Gauss) ikiser ikiser kesirlere tefrik ile halletmis ise de
biz buna liizum gérmeyiz. Mechulat-1 miiteaddideyi havi tek bir
muadele teskil ederek yukarda tarif ettigimiz usul ve kavaide
tatbiken bu muadeleyi hallederiz. Bakiniz, her iki halli de burada
verecegiz. Lakin bu halden evvel (Gauss)’un bu babda verdigi bazi

izahat1 beyana mecburuz. Soyleki, % kesri su yolda:

m a
_=_+£+Z+...
n a b ¢

kiistirat-1 basiteye tefrik olunur.
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Zahirdir ki a, 8,y ... suretlerini miisbet ve kendi mahreclerinden
asgar almak miimkiindiir. Yalniz son kesir keyfe-me’ttefak
alinamaz; o, nihayetteki miiteadilin verecegi kiymete tabidir. Bu

halde, son kesri p +§ sekline ifrag etmek micib-i faidedir. Burada

h sureti miisbet ve gq’dan asgar olur, p de bir aded-i tamdir.

. , 391 . .
(Gauss) misal olmak {izere - kesrini ele alarak, bunu su vechile

kiistirat-1 basiteye tefrik ediyor:

924 = 4.3.7.11
Evvel-emirde bu kesri:
1 = 40
4 31

. 40 ..
diye ayiriyor; sonra Ta1 kesrini de

2 38
3 77
Ve—ﬁ’yl
77
1 7
7 11

. . . . 7 . . 4 . .
kesirlerine tefrik ettikten sonra T kesri yerine o 1 ifadesini

koyarak tefrikata nihayet veriyor:

391_1+2+1+ 4 1

924 4 3 7 11
Burada artik ikiser ikiser tefrik usuliinii beyana hacet yoktur; iki
mechullii tek bir muadelenin nasil halledildigini simdiye kadar

defaatle yapip 6grendik. Simdi asil bizim usulii burada mechtilat-1
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kesireyi havi tek bir muadelenin stret-i halline tatbik olmak iizere
yapacagiz. Iste soyle:

391

P AT
924~ 4

y z u
3 7 11
muadelesi teskil olunur:
Bu muadeleyi mahreclerden kurtaralim:

231x + 308y + 132z + 84u = 391
olup bu muadele su hey’ete konabilir:

308y + 132z + 84u = 391 — 231x

Burada muadelenin sag tarafindaki mechullerin emsalleri 4 kasim-1
miisterekine malik olduklarindan 391 — 231x ifadesinin de 4 ile
kabil-i taksim olmas1 muktezidir.

Bu halde:
231x = 391 (muaddil 4)

miiteadili teskil olunur. 4 muaddilinin miinasip misilleri her iki
taraftan ¢ikarildikta:

3x =3 (muaddil 4)
olup bundan:
x =1 (muaddil 4)
bulunur.
x'in miisavisini mahalline koyalim:
308y + 132z + 84u = 391 — 231 = 160

olur. Bu muadelenin her bir haddini 4 ile taksim edelim:



77y + 33z + 21u = 40
olur. Bundan:

77y + 33z =40 — 21u
olup bundan:

21u = 40 (muaddil 11)

Yahut:

—u = —4 (muaddil 11)
olur ve nihayet:

u =4 (muaadil 11)
bulunur. Mahalline koyalim:
77y + 33z =40 — 4.21 = —44
olur. Tarafeyn muadele 11 ile taksim edilse:
7y +3z=-4

olup bundan da:

3z = -4 (muaddil 7)
Yahut:

z=1 (muaddil 7)
olur. Mahalline koyalim:
7y +3 =—-4

olur. Nihayet:

y=-1

METIN
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olmus olur. Simdi meghullerin buldugumuz kiymetlerini sirasiyla
yazalim:

x =1, y=-1, z=1, u==4
Bunlar1 asil muadelede yerlerine koyalim:

1 1+1+4
4 3 7 11

olur.

Burada —§ kesrini en sona alip (Gauss)’un dedigi gibi onu é +p
sekline ifrag edelim; sOyle olur:

1
4

ISER===allh
7] B

olup maksat elde edilmis olur. Bu da:

391 1 1
—+7+

L] 4+2 .
924 4

113
dir. Simdi bizim buldugumuz kiistirat-1 basite ile (Gauss)’un

bulduklarini yan yana yazalim:

(Gauss)’unki:

391 1 2+1+4 )
924 4 3 7 11
Bizimki:
391_1+1+4+2 )
924 4 7 11 3

Goriiliiyor ki bunlarin farklar1 yoktur.
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Miis‘ir — Indicateur Yahut ¢(n) Tabi-i Adedisi /
(Fermat), (Euler) Da’va-y1 Nazariyyeleri

73. Bu maddelere baslamadan evvel, surasim1 bildirmege
lizum goriiriiz ki Fermat ve bunun ta‘mim edilmisi olan Euler
da’va-y1 nazariyyeleri Garbin pek c¢ok adi hesab kitaplarinda
ispatlariyla beraber yazilmis, gosterilmis ise de Fermat da’va-yi
nazarisinin ne gibi yerlerde kullanildigindan ve derece-i liizim ve
ehemmiyetinden asla bahsedilmemis ve buna dair de higbir tatbikat
yapilmamistir. Halbuki Fermat Da’va-y1 Nazarisi ve bunun ta‘mim
edilmisi olan Euler Da’vasi hesab-1 a’lanin o derece miihim, o
mertebe fevaid-bahs bir riikn-i a‘zamidir ki hendesede Pisagor
Kaziyyesi ne rol icra ediyorsa Fermat Da’vasi da aymi derecede
haiz-i ehemmiyettir.

Hendesede Pisagor da’vasmin ehemmiyetini, liizumunu hendese
okuyan her sakird bilir. Bundan sonra hesab-1 a’lanin yazacagimiz
mebahisinden de Fermat, Euler da’valarina derece-i liizim ve
ehemmiyeti anlagilacak ve pek ¢ok tatbikat da yapilacaktir.

Iste Fermat da’vasinin ta‘mim edilmisi Euler da’vasi oldugundan
ve bu da’va i¢in de mis‘irin yani ¢@(n) tabi-i adedisinin
bilinmesine liizum goriildiigiinden, biz de evvel-emirde bu tabi-i
adediyi bi’l-isbat istihrac edecek ve bunun havass-1 meshiiresini
beyan eyleyecegiz.

Tarif: Herhangi bir n aded-i tammin1 olursa olsun, gegmemek ve
bu aded-i tamla miitebdyin olmak {izere ka¢ tane adedin
bulundugunu gosteren tdbia miis‘ir derler ve onu da su
@(n) rumuzu ile gosterirler. Mesela 10 adedini gegmemek ve
bununla miitebayin olmak lizere 4 tane aded vardir ki onlar da
1,3,7,9 adedleridir. Iste bu 4 aded gostermek i¢in sdylece
yazarlar:
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@(10) = 4

Bu tabiin bi’l-isbat istihraci i¢in miiteaddit ve muhtelif usuller var
ise de, biz burada Legendre’in usuliinii tashih ve ta‘dil ederek
beyan eden (Tartanvil)in ifadesini tercih eyledik:

74. Da’va-y1 Nazari: pm hasili, asli bir p adedinin herhangi
mislini ve m de keyfe-me’ttafak bir aded-i tammu irde eylese, p ile
miitebayin olmak ve pm’yi gegmemek {izere:

m(p—1)
kadar aded vardir.

Zira bir aded, p aded-i aslisi ile miitebayin olmak icin, bu aded p
adedinin hi¢bir misli olmamak lazim ve kafidir. Bunun i¢in, eger
1’den bed’ ile pm hasilina kadar su:

1,2,3,...,pm

silsile-1 a’dad-1 tabiiyyesi yazilmis ve bu silsilede p adedinin bi’l-
ctimle misilleri ¢ikarilmis olsa, kalacak olan adedlerin pm hasilini

gecmemek tlizere p ile miitebayin adedlerden ibaret olacagi
bedihidir.

Imdi, yukariki silsilede p adedinin misilleri:

p,2p,3p,.. mp

dir. Bunlarin adedi m kadardir. Oyle ise bu m kadar aded mp’den
tayy edilse:

pm-m = m((p—1)

kadar aded kalir ki bu kadar aded, pm’yi gegmemek ve p ile
miitebayin olmak tizere elde edilmesi iktiza eden adedlerdir.
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Tembih: pm hasilim1 gegmemek ve p ile miitebayin olmak igin,
kag tane adedin mevcut oldugunu elde etmek i¢in pm hasilinda p
yerine p — 1 koymak kafidir.

75. Da’va-y1 Nazari: p.b.m hasili b,p aded-i aslilerinin
hasil-1 darbindan ibaret olan pb hasilinin herhangi bir misli olup
(burada m keyfe-me’ttafak bir adeddir) b,p aded-i aslileriyle
miitebayin olmak ve b. p. m hasilin1 gegmemek tizere:

m(p -1 -1)

kadar aded vardir. Zira bir adedin p, b aded-i aslileriyle miitebayin
olmasi icin, bu aded p, b adedlerinden hi¢ birinin misli olmamak
elzem ve kafidir. Binaenaleyh, eger 1’den bed’ ile p. b. m hasilina
kadar su:

1,2,3,.. pbm

silsile-1 a’dad-1 tabiiyyesi yazilip da bu silsilenin i¢inden p’nin de
b’nin de bi’l-ciimle misilleri ¢ikarilip atilmis olsa, kalan adedler pb
ile miitebayin olan adedlerdir. Bdylece yapalim: Evvel-emirde
p’nin misillerini ¢izelim. Bu halde yeni bir silsile elde ederiz ki
bunun haddlerinin kaffesi bpm’den asgar ve p ile miitebayindir.
Yani b,m adedlerinden beheri birer aded-i tam olduklarindan,
bunlarin bm hasil-1 darb1 da bir aded-i tdmdir. Bu halde bm =
q farz edebiliriz ki bu babda pbm hasilini pq ile gosterebiliriz.

Simdi da’vamiz evvelki da’vanin aynina intikal etti. Yani pq hasil,
p aded-i aslisinin herhangi bir misli olup p ile miitebayin olmak ve
pq hasilin1 gegmemek tizere q(p — 1) kadar aded vardir.

Lakin g = bm oldugundan, g’nun miisavisi yukardaki ifadede
mahalline vaz* olundukta:

bm(p — 1)

bulunur.
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Imdi, birinci silsile yani
1,2,3,.. pbm
silsilesi b adedinin:
b,2b,3b, ... pmb

misillerini havi idi. Ikinci silsile yani p’nin misilleri ¢ikarildiktan
sonra, hustile gelen silsilede ise yalniz p ile miitebayin adedler ile b
darb edilerek istihsal edilmis b’nin misilleri vardir. Lakin b adedi
miiteakiben:

1,2,3,... pm

adedleri ile darb edildiginden, bu halde ikinci silsilede pm’yi
gecmemek ve p ile miitebayin olmak {izere b’nin misillerini
¢izmek kaldi. Bu haddlerin adedi ise m(p — 1) kadardir. El-hasil
bu ameliyeden sonra kalan haddlerin adedi:

bm(p—1) —m(p—-1)

Yahut:

m(p —1)(b—-1)
kadar olup matlib sabit olur.

Tembih: pbm hasilinda m herhangi bir aded olursa olsun b,p
adedleri de asli bulunsun, bpm hasilim1 gecmemek ve b,p ile
miitebayin olmak {izere kag¢ tane adedin mevcut oldugunu bilmek
icin pbm héasilinda b,p madriblar1 yerine miitenaziran (b —
1)(p — 1) adedlerini koymak kafidir.

76. Da’va-y1 Nazari: m ne olursa olsun, p, a, b adedleri asli
olarak pabm hasilim1 gegmemek ve p, a, b adedleriyle miitebayin
olmak iizere:
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m(p —1D(@—-1(kb-1)

kadar aded vardir. Zird bir adedin p,a,b aded-i aslileriyle
miitebayin olmasi i¢in bu aded, p,a,b adedlerinin misilleri
olmamak elzem ve kafidir. Binaenaleyh:

1,2,3,4,... pabm

silsile-1 a’dad-1 tabiiyyesinde eger p’nin, a’nin, b’nin bi’l-climle
misllleri ¢izilip tayy edilse pabm hasilim1 gegmeyen ve p, a, b ile
miitebayin olan adedler kalir. Béyle yapalim:

Evvel-emirde, p ile a aded-i aslilerinin bi’l-ciimle mislllerini hazf
edelim. Bu halde pabm hasilin1 gegmeyen ve p, a ile miitebayin
olan adedler kalir ki bunlarin adedi de:

bm(p—1)(a—-1)
dir. Bakiniz bu ne demektir? Biraz daha izahat verelim:

bm hasili bir aded-i tdamdir. Bunu bm = g miisavatiyla gosterelim.
Bu halde pabm hasili paq seklini alir. Bundan evvelki da’va
micibince p,a ile miitebayin olmak ve paq hasilim1 gegmemek
tizere ka¢ aded vardir? Bunlarin adedi bundan evvelki da’vada
ispat ve beyan edildigi vechile:

qlp —D(a-1)
kadar idi. Simdi, burada g’ ’nun miisavisi mahalline vaz* olundukta:
bm(p —1)(a—1)
sekli hustle gelir:

Simdi, yeni silsilenin havi oldugu b’nin misillerini ¢izmek kaldi.
Imdi, birinci silsile b’nin:

b,2b,3b, ...,pabm
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misillerini havi idi. Ikinci silsile ise, yalniz p ve a ile miitebayin
olan b’nin misillerini havidir. Yani bu b’nin misilleri p ile a
miitebayin bir adedin b’ye hasil-1 darbindan miitesekkildir.

Lakin b adedi miiteakiben:

1,2,3,...,pam

ile darb edildiginden, bu halde ikinci silsilede ¢izilmesi icap eden
adedler p, a ile miitebayin olan ve pam hasilim1 gegmeyenlerdir.
Bunlarin adedi ise:

m(p—1) (a - 1)

kadardir. Hasili bu ameliyeden sonra, kalan adedlerin adedi, yani
pabm hasilim1 gegcmeyen ve p,a, b ile miitebdyin olan adedlerin
adedi:

bm(p—-1(@—-1)—m@p-1)(a-1)

Yahut:

m(p —1(a—-1)(b—-1)
kadar olup da’vamiz da siibut bulur.

Tembih: m adedi ne olursa olsun b,a,p adedleri asli olmak
sarttyla p X a X b X m hasilin1 gegmemek ve p, a, b ile miitebayin
olmak iizere ka¢ tane adedin mevcut oldugunu bilmek icin pabm
hasilinda b, a, p aded-i aslileri yerine miitendziran (b — 1), (p — 1)
ve (a — 1) adedlerini koymak kafidir.

Tembih: Bedihidir ki yukardan beri yapilagelen muhakematin
aynini tekrar ederek asagidaki da’va-y1 nazari-yi umimiyi bi’l-
isbat ifade ve beyan edebiliriz:
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pabd ... fm hasili pabd ... f hasilinin herhangi bir mislini gdsterse
(burada p,aq,.. f adedleri aslidirler) pabd...fm hasilim
geememek ve p, a, b, ... f adedleriyle miitebayin olmak iizere:

mp—-—1)d-1)..(f -1
kadar aded vardur.

Sunu da ihtar edelim ki bu aded pabd ...fm hasilinda
p,a,b, ... f yerine miitenaziran

-1, (a-1D,(b-1),d-1),..(f—-1)
adedleri konarak istihsal edilir.

Netice: Simdi herhangi bir n adedi olursa olsun farz edelim. Bu
adedi de madribat-1 asliyyesine tefrik eyleyelim. O madribat-1
asliyye de su olsun:

n = p%af.bv. .. f¢ (1)

Kolaylikla goriliir ki bir adedin n ile miitebayin olmasi bu n
adedinin madriibat-1 asliyyesi olan:

p,ab,..f[

adedleriyle miitebayin olmasina vabestedir. Bundan istinta¢ olunur
ki n adedini gegmeyen ve bu adedle miitebayin olan a‘dadin adedi
n’den kigik ve p,a,..,f ile miitebayin olan adedlerin adedi
kadardir. Burada (1) miinasebetini sOylece de yazabiliriz:

n=p.ab..fp¥taftpr-1  fo-1
Bu miinasebette:

pa—l aﬁ—l pr—1 mf6—1
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hasili, bir aded-i tdimdan ibaret oldugu icin yukariki ispat edilen
da’va-y1 nazariyyede m adedi yerine kaim olabilir. Bu halde bu
da’valar micibince:

p(m)=mp- D@@-DGB-1..(f -1

ifadesi yazilabilir. Burada m yerine miisavisi vaz‘ olundukta:

e) =p* 1 af b LT - D@@-DOB - 1) . (f
— 1)

olur.
Tembih: Yukarda ¢ (n) rumuzunu kullandik; bunun manasi sudur:

“n adedini gegmemek ve bu adedle miitebayin olmak {izere kag
tane aded vardir?” Lakin bu ifade uzundur. Iste muhtasaran beyan
etmek i¢in @(n) rumuzunu kullandik ve kullanacagiz ki bunu
evvelce Euler ¢(n) rumuzuyla gostermis ve hald da akvam-i
garbiyye bunu bdylece kabul edip kullanmakta bulunmuslardir.

Bu halde:
p(n) =p*taf 1 pYt LT p-D(a-DB-1)..(f - 1)

miinasebeti n adedini gegmemek ve bununla miitebayin olmak
tizere kag adedin mevcut oldugunu bildirir ve hesab eder.

Tembih: Eger n adedi asli ise bu halde:
pn)=n"n—-1)=n-1
olur. [n°® = 1'dir. Bunu cebir okuyanlar ispatiyla beraber bilirler.]

Zaten bu neticeyi anlamak pek kolaydir. Ciinkii bir aded-i asli
kendinin  tamamen taksim etmedigi a‘dadin  kéaffesiyle
miitebayindir. Halbuki kendinden kiigiik olan adedleri, bir aded-i
asli tamamen taksim edemediginden ciimlesiyle miitebayindir. Bu
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halde n aded-i aslisi ile miitebayin olmak ve bu adedi gegmemek
tizere a‘dadin adedi:

n—1
dir.
Tatbikat
1°: n = 13 olsun. Bu halde
p(n)=13-1 = 12
olur.
2%: n = 2* = 16 olsun; bu halde:
pn)=2*12-1)=2%=8
olur.
3%: n = 360 olsun. Yani: 360 = 23.32.5 olsun.
Bu takdirce:
pn)=2232-1)B-1D(GB-1)=96

olur.

@(n) Tabi’-i Adedisinin Havass-1 Meshiiresi

77. Da’va-y1 Nazari: ¢(n) tabi-i adedisi yalniz 1 veya 2’ye
miisavi olmadik¢a daima gifttir. Eger n = 1 olursa ¢ (1) = 1 olur.
Ve eger n = 2 olursa yine @(2) = 1 olur. Simdi n > 2 oldugunu
farz edelim. Bu babda iki hal karsisinda bulunuruz.

1°. n adedi 2’nin kuvvetine miisavidir; yani:
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n=2%1 a> 2
olduguna gore:
pn) = 2%1(2-1)= 2¢1
olur. Burada a adedi vahidden a‘zam oldugundan 2 adedi gifttir.
29, n adedi yalmz ikinin bir kuvveti degildir. Oyle ise:
n = p*afpt ... f9
seklinde bir adeddir. Burada:

p,ab,..f[

aded-i aslilerinden hi¢ olmazsa biri olsun 2’nin gayridir; bu halde
tek bir adeddir. Bu takdirde:

P-D@@-1HkB-1) ..(f-1

adedlerinden hi¢ olmazsa biri ¢ifttir. Bu sebepten ¢ (n) tabii ¢ifttir.
Hiilasa edelim. Eger n adedi yalniz 1’e veya yalniz 2’ye miisavi ise
bu halde ¢(n) adedi tektir. Yok, eger bunlarin gayri bir aded ise
¢ (n) tabii herhalde c¢ifttir.

78.  Da’va-y1 Nazari: Eger n ve n’ gibi iki aded-i tam,
miitebayin olsalar:

pn.n’) = p(n). (M)
miunasebeti tahaddis eder. Zira:

Mademki n ile n’ miitebayindirler, bunlarin madrabat-1 asliyyeleri
muhteliftir. Yani n adedinin hi¢bir madribu n’ adedinin higbir
madriibuna miisavi degildir. Bu halde:

n=a%”’ .. f* . (1)
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n=a*pF .. ¥ .. (2)
Lakin faraziyemizde
ab,..f,a,b,..f

a‘dad-1 asliyyesi yekdigerine karst mubhteliftir, bu halde su
miinasebet hustle gelir:

nn' = a%bF .. fAaCpF L FY L (3)
imdi (1)’den:
o) = a®1hF1 | fA1(a-1)(b-1) ..(f- 1)
Ve (2)’den:
o) = @ 1pFL AL (@ - 1) (V- 1) .. (f - 1)
(3)’ten de:

a®-1pB-1 f/l—l %=1 pB-1 mf'l’—l

(a-1)(b-1)..(f-D)(@-D)(b-1)..(F-1)

olup bu en nihayet ki miinasebat s0yle de yazilir:

o @) = |

a® A1 A a-1DB-1)..(F- 1)

(nn) = {x QLB P 1) (b= 1) (f - 1)

Bu son miinasebattan su miisavat pek gilizel goriiniir ve anlasilir:
pm.n) = on).p(n)
Burada da’vamiz da sabit olur.

79. Da’va-y1 Nazari: p,a,b,..f adedleri ikiser ikiser
miitebayin olsalar da bunlarin hasil-1 darb1 da m olsa:

m = p.a.b .... f miisavatindan
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p(m) = @(pab..f) = o). ¢(@).¢O) ... p(f)

miinasebeti hustile gelir. Zira mademki p, a, b, ..., f adedleri ikiser
ikiser miitebayindirler; bu halde yukariki da’va-y1 nazariler
miucibince su asagidaki miinasebetler sahihtir:

p(m) = @(p).¢(a.b...f)
= o@)-¢(@).9® ..f)
= @o(p)-¢(@).¢(b).¢(...f)
= o). ¢(@).¢D).... (f)

olup iste umumi olan su daa’va-y1 nazari de bdylece siibut bulmus
olur.

80. Da’va-y1 Nazari: Eger n adedi basitce tek bir aded olursa,
yani: n = 2n’ (burada n’ adedi tek bir adeddir) seklinde bulunsa:

p(n) = ()

miinasebeti hasil olur. Zira:

p(m) = ¢(2). ()
olup ¢(2) = 1 oldugundan mahalline konsa:

p(n) =Lo®) =)

olup da’va siibut bulur.
Mesela:

@(10) = ¢(5) = 4
tiir. Kezalik:

p(14) = @(7) =6

dir.
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Miis‘irin Yani ¢(n) Tabi-i Adedisinin
Diger Havass-1 Meshiiresi

Tembih: Bundan evvel bi’l-isbat ¢ikarmis oldugumuz:

em) =p*taf Bt fO(p- Dia- DB- 1D ..(f- 1)

.....

o(n) = p*af by .. f° (1—%) (1—2) (1—%) (1_%)
=n(1—z—1))(1—%) ...(1—%

Bunun evvelki ifadeden istihracti pek kolaydir. Bakisiz
madriblardan bir tanesi i¢in icra-y1 amel edelim de digerleri de
buna kiyasen istihra¢ olunabilir. Mesela:

p“tp-1)
ifadesini ele alalim. Bu ifade sdylece de yazilabilir:

-1
P ——
p

Bunun ikinci madriibu olan p - 1’1 p’ye taksim etsek:
“(1-3)
p ——
p
olur. Diger madrtblar da tipk1 bunun gibi istihsal edilerek:

o(n) = p® af b ... f4 (1 —%) (1 —2) (1 —%) (1 —%)

olur. Halbuki bundan evvel (1) miisavatinda:

n=p*af bv .. f9
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farz edilmis oldugundan yukardaki ifadede mahalline vaz* edilse:

oo =(1-3)(-2) -3~

olmus olup (Euler) ifadesi bulunmus olur.

81. Da’va-y1 Nazari: Bir aded-i tdammin kasimlarinin
miis‘irleri mecmiu, o aded-i tammin kendine miisavidir. Mesela:

m = a*bPds ...cA

madriibatina tefrik edilmis bir (m) adedini gdsterse de bunun bi’l-
ctimle kdsimlar1 da [vahid ve kendi aded de dahil oldugu halde]

1,p,p', 0", ..., m

olsa® bu kasimlarin miis‘irleri mecmtu adedin kendisine yani
(m)’ye miisavidir.

m=@M)+ @) +e@)+ -+ pim
Zira m adedinin kasimlarinin mecmau:

(l+a+a?+-+a®)(1+b+b2+-+bF)1+d+d?+ -
+d")..(1+c+c?+-+c%

hasilindan ibarettir. Bunlarin yerine miis‘irleri irde eden rumuz
konulsa:

[o(D) + @(@) + @) + -+ 9(@)][e) + p(b) + p(b?)
+ 4+ @(bP)] ... [p(D) + () + p(c?) + -
+o(c®)] .. (2

8 Bir adedin bi’l-ciimle kdsimlarini ve bu kdsimlarin mecm{’larim ve hasil-1
darblarin1 bulmak hesab-1 adinin mebahisi dahilindedir. Bunlara ait hesabat ve
ifadat adi hesab kitaplarinda muharrer bulundugundan biz burada kari’in-i kirami1
bu bahisleri bellemis addetmeye hakkimiz vardir. Binaenaleyh bunlara dair s6z
sOylemeye liizum gormedik.
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olur ki bunlarin hasili m adedinin miis‘irleri mecmiuna miisavidir.

Bunlardan birini alarak (Euler) diisturuna tevfikan tevsi‘ edelim:

(D) + (@) + ¢(a®) + -+ p(a®)

1 1 1
= 1+a(1——>+a2(1——> ...+a“(1——>
a a a

1
=1+(1—E>[a+a2+a3...+a“]

Burada goriiliiyor ki biiylik mu‘terizenin i¢indeki silsile bir silsile-i
hendesiyyedir. Bu halde:

1 aa+1_a a—1 aa+1_a aa+1_a
1+(1——>[—]=1+ ) 14—

a a—1 a a—1 a

=14+a*—-1=a“
olur. Ayni1 vech ile icra-y1 amel olunarak:
bY = o(1) + @(b) + ¢(b?) + - + (D)
d® = () + p(d) + 9(d*) + -+ (d®)
bulunur ki bunlar 2 ifadesinde mahallerine konulursa:
a®bP ...c*

elde edilir; bu ise m adedine miisavidir. Buna dair bir misal
yapalim:

m =36 =22.32

olsun. Bunun kasimlarin1 hesab-1 adideki usule tevfikan hesab
edecek olursak sunlardan ibaret oldugu tahakkuk eder:

1,2,3,4,8,6,9,12,18,36

Bunlarin miis‘irlerini da hesab edip yazalim:
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p(1)=1
p(2) =1
p(3) =2
p(4) =2
@(6) =2
p(9) =6
@(12) = 4
»(18) =6
0(36) = 12

Bu miusavatlar taraf tarafa cem*® edilseler:

(1) +¢2) +93) + p(4) + ¢(6) + 9(9) + 9(12) + ¢(18)
+ ¢(36) = 36

olur.

82. Da’va-y1 Nazari: p ile r adedleri miitebayin olup eger
p’nin misilleri olan

p,2p,3p, .., p(r —1); (1)

adedleri r adedi ile taksim edilseler, bakiyeler — siralarindan sarf-1
nazar — (r — 1) ilk silsile-i a‘dad-1 tabiiyyesinden ibarettir. Daha
acik sOyleyelim:

Eger (1) ile gosterilen silsilenin her bir haddi r tizerine taksim

edilse herhangi tarz ve nizamda olursa olsun fakat sira ile tanzim
edildikleri halde:

1,2,3,..,(r—1)
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ilk silsile-1 a‘dad-1 tabliyyesi husile gelir. Zira:

1°. Bu taksimlerden zuhur edecek bakiyelerden higbiri sifir
degildir. Yani (1) silsilesinde hi¢bir hadd (r) ile kabil-i taksim
degildir. Farz edelim ki (1) silsilesinde ph haddi r ile taksim
olunsun da bakiye sifir olsun. Bu halde ph hasil-1 r ile kabil-i
taksim olmak iktiza eder. Lakin da’va basinda p ile r miitebayin
olarak alimmigsti. Bu halde p’yi r taksim edemez; h adedini taksim
etmesi lazim gelir. Lakin (1) silsilesinde p’nin en biiylik misli r —
1’dir. Bu halde h <r’dir. Oyle ise p.h adedi umumiyetle
alindigindan silsilede hi¢bir hadd r ile taksim olunsa bakiye sifir
olamaz.

2°, Biitiin bakiyeler muhteliftir. Farz edelim ki h.p, h'.p haddleri
aynmi bakiyeler versin ve bu bakiye de t olsun. Bu halde su
asagidaki miinasebat viicuda gelir:

hp=t .
h.p = t} (muaddil r)
h<r-1 ,
h' Sr—l}hih

Bu iki miiteadil yekdigerinden tarh edilse:

h.p —h'.p =0 [muaddil r]
olur. Bundan:

(h—=h").p =0 [muaddil r]
hustle gelir:

Bu son miinasebetten anlasiliyor ki (h — h").p hasil-1 darb1 r ile
kabil-i taksimdir. Halbuki p adedi r ile kabil-i taksim degildir;
¢linkili onunla miitebayindir.
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h —h' tefazulii ise r — 1°den asgar oldugundan r’den herhalde
daha asgardir. Bu sebepten (1) silsilesinde hi¢ iki hadd aymi
bakiyeyi veremez. Hiilasa edelim:

1 silsilesinde bakiyelerin kaffesi sifir ile miitebayindir ve ciimlesi
de muhteliftir. Halbuki bunlarin kaffesi r’den kiiciiktiir. Adedleri
de r —1 kadardir. Oyle ise bunlar — siraya bakilmayarak —
bizzarure r — 1 kadar ilk silsile-i a‘dad-1 tabiiyyeden olmak lazim
gelir; da’va da siibiit bulur.

Tembih: Yukardaki 1 silsilesinde evvel ve ahirden eb’ad-1
miitesaviyede bulunan iki aded r ile taksim edilseler, bunlardan
kalacak bakiyeler mecmiiu r adedine miisavidir.

Zira: Eger tasavvur olunan iki adedden biri hp olsa digeri bittabi
(r —h)p olur. Bunlarin r flzerine taksiminden kalan bakiyeler
miitendziran a, a’ ile irde olunsa su miinasebat husile gelir:

h.p =a [muaddilr] r>a=0
(r—h)p=a [muaddilr] r>8 =0
Bu miiteadiller taraf tarafa cem® edilseler:
r.p=a+a [muaddil r]

olur. Goriiliyor ki burada (a + a’) bakiyeleri mecmiu (7)’nin
misli olmak lazim gelir.

Imdi bu mecmi’ (27) olamadig: gibi bittabi bundan biiyiik () nin
emsali de olamaz. Zira a, a’ adedlerinden her biri (r)’den asgardir.
Bu héalde mecmiilar1 behemehal r’dir. Bu suretle da’va da sabittir.

83. Da’va-y1 Nazari: r,p adedleri miitebayindir ve fakat r
adedi asli olsun, olmasin keyfe-me’ttefak bir adeddir. Eger r
adedini gegcmeyen ve fakat onunla miitebayin olan
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1f,dh, ..., (r—1)

adedlerini p ile darb ederek hustile gelecek olan silsilenin her bir
haddi r ile taksim edilse bakiyeler — herhangi tarz ve nizamda
olursa olsun —

1f,dh, .., (r—1)

adedlerinden ibaret olur. Zira yukariki adedleri p ile darb ederek
hasil olan:

p,fp,dp, hp, .., p(r — 1) [q]

silsilesinde hic¢bir hadd r ile taksiminden sifir bakiye veremez. Farz
edelim ki bu silsile i¢inde bir mp haddi r iizerine taksim olunsun
da bakiye sifir olsun. Bu halde:

m.p =0 [muaddil r]
olmak lazim gelir.

Yani mp hasilin1 (r)’nin tamamen taksim etmesi icap eder: Bu ise
olamaz. Ciinkii p ile r miitebayindir. m ise r’yi ge¢meyen ve
onunla miitebdyin olan adedlerden biridir. Bu halde mp gibi bir
hadd r ile kabil-i taksim degildir. Yekdigerine miisavi bakiyeler de
yoktur. Yani biitiin bakiyeler mubhteliftir. Bu da [Madde 82]nin
ikinci sikkiyla ispat olunabilir. Yalniz (q) silsilesinde herbir hasil-1
darbin (r) ile miitebdyin ve binaenaleyh biitiin bakiyelerle de
miitebayin oldugunu ispat etmek kaldi. (q) silsilesinden keyfe-
me’ttefak bir hadd alalim. O da bi’l-farz fp olsun. r,p ile
miitebayindir. f ise r ile miitebayin ve onu gegmeyen adedlerden
biridir. Bu halde r hem p ile hem de f ile miitebayin oldugundan
fp hasili ile de bizzarure miitebayin olmak lazim gelir.

Bu hélde fp hasilinin r iizerine taksiminden kalan bakiye de r ile
miitebayindir. Simdi g silsilesindeki haddlerin kaffesi muhteliftir.
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Higbiri de sifir bakiye veremez. Bi’l-ciimle bakiyeler de r ile
miitebayindir. Bunlarm adedi ise ¢ (r)’dir. Oyle ise bu bakiyeler —
tarz ve nizama bakilmayarak —

1,f,d,h, .., (r—1)
adedlerinden baska bir sey olamaz; matliib da sabit olur.

[Fermat] Da’va-y1 Nazarisi: p herhangi bir aded olursa olsun, r
adedi p adedini taksim etmeyen aded-i asli-yi mutlak olursa:

prl—1
ifadesi r ile kabil-i taksimdir. Yani su:
p" 1 =1 [muaddilr]
miiteadili sahih olur.
Simdi p adedinin misilleri olan:
p,2p,3p, ..., (r — p

adedlerini r tizerine taksim edelim. Bu taksimlerden husiile gelecek
bakiyeleri de miitenaziran:

aq,az,a3, .., Ar_q

ile gosterelim. Bu takdirce su asagidaki miinasebat elde edilmis

olur:
pP=a
2p = a,
3p =a; [muaddil r]
(r—Dp=ar,

Bu miinasebat taraf tarafa darb edilse:

p.2p.3p...(r — Vp = ay.a,.a3....a,_, [muaddil r]
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Yahut:

1.23...(r—Dp" ! =a,.a,.a3....a,_; [muaddil 7]
olur. Lakin [Madde 82] micibince:

ay.a5.03....0,_1 = 1.23....(r—1)

oldugundan yukardaki miinasebette mahalline konulsa:

1.23...(r—Dp"™ 1t =123...(p — 1) [muaddil r]
olur. Lakin:

1.23...(r—1)

hasili r ile kabil-1 taksim oldugundan yukardaki miiteadili bu hasil
ile taksim caizdir. Bu takdirce:

p"' 1 =1 [muaddilr]
olup matlb sabit olur.

Tembih: ispat edegeldigimiz (Fermat) da’va-y1 meshfresi bu zatin
kendi asarinda miinderi¢ ise de bu da’vayr en evvel ispat eden
(Euler)dir. (Euler) bu da’vayi iki tiirlii ispat etmistir. Birisi (r — 1)
z0-haddinin tevsi‘ine istinad eder ki biz de daha asagilarda bu
ispat1 verecegiz. Ikinci ispat ise bu da’vanin ta‘mim edilmisidir pek
bliyiilk ehemmiyetine mebni bunu simdi yazmayi faideden hali
bulmadik.

84. (Euler) Da’va-y1 Nazarisi: r ile p adedleri ne olursa
olsun yalniz beynlerinde miitebayin olmak sartiyla eger ¢(r) tabii r
adedini gegmemek ve onunla miitebdyin olmak {izere kag¢ tane
adedin mevcut oldugunu irae etse:

p(p(r) —1
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tefazulii r ile kabil-1 takstmdir. Yani:
p®® =1 [muaddil r]
miiteddili sahihtir. Zira:
r adedini gegmeyen ve onunla miitebayin olan adedler bi’l-farz:
q.d,h,...f
olsun. Bunlarin adedi tabii ¢(r) kadardur.
Simdi p adedinin @(r) kadar misilleri olan:

qp,dp, hp, ..., fp

adedleri r ftizerine taksimlerinden zuhur edecek bakiyeleri
mitendziran:

a,, a,,as, ..., a(p(r)

ile irde olunsalar, su miiteadiller viicuda gelir:

qr = a
dp=a
¥ 2 [muaddil r]
fp = aenm

Bu miiteadiller taraf taraf darb edilseler:
q.d.h...f.p°® = a;.a,.a5. ... apey [Mmuaddil r]
olur. Lakin [Madde 83] micibince:
Ay, Az, A3z, o, A (r)

bakiyeleri — tarz ve nizamina bakilmayarak — q.d. h. ... f adedlerine
miisavi oldugundan:

ay.03.03. ... Apr) =q.d.h...f
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olur. Bu halde yukardaki miiteadil de bittabi:
ay.0a3.03. ... Apr) = q.d.h....f [muaddilr]

olur ki tarafeyn miiteadil

q.d.h....f

ile taksim [Bu adedlerin beheri r ile miitebdyin olduklarindan
bunlarin hasil-1 darblar1 da r ile miitebayin olur. Bu halde tarafeyn-
1 miiteadil bu hasil-1 darb ile taksim olunabilir.] edildikte:

p®® =1 [muaddil r]
olur, matliib da siibut bulur.

Tembih: Simdi burada r adedini asli-yi mutlak farz edelim. Bu
halde:

o) =r—-1
olur. Yukariki miteadilde:
p" 1 =1 [muaddil r]

olur ki bu da (Fermat) da’va-y1 nazarisinden baska bir sey degildir.
Iste (Fermat) da’va-y1 nazarisi (Euler) da’vasinm bir hal-i
husasisidir.

8s. (Fermat) da’va-y1 nazarisinin ikinci ispati: Da’vanin
pek biiyiilk ehemmiyetine mebni Avrupalilar bunu miiteaddit ve
muhtelif ispatlarla izah etmislerdir. iste biz de burada bu da’vanin
ikinci bir ispatin1 daha yazmay1 faideli bulduk.

Malumdur ki aded-i tam olan her m kuvvetine tevsi‘ edilen (a +
b) zi-haddi su sekildedir:
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m(m—1)

(a+b)™=am™+m.a™ b+ 17

a™ ?b? 4+ -+ b™ [k]
Bunun mecmd’-1 hudiidunun adedi (m + 1)’dir. Bu haddlerin her
biri — hesabat-1 1azime icra edildikten sonra — bir aded-i tama irca
olunur. Bunlar i¢inden keyfe-me’ttefak bir haddi ve mesela
(4)tincii haddi alalim:

m(m—1)(m—2)

m-=353 — hi i
123 a b bir aded — i tam

Yahut basitce:

m(m—1)(m — 2)

m—-333 —
e E—p" =N

dir. Imdi eger m iissii asli bir aded ise bu m adedi mahrecteki
madribatin higbiri ile kabil-i taksim degildir. Béyle olunca bu m
adedi N adedinin madriibati arasinda ve asli bir madrib olarak
bulunmus olur.

Ayni keyfiyetin bi’l-cimle emsaller hakkinda da tezahiir edecegi
bedihi oldugundan bundan istintag olunur ki (k) tevsi‘inin kaffe-i
emsalleri mecmtiu [ki bunlarin beherinde m madrib-u aslisi vardir]
m adedi ile kabil-i taksimdir. Iste bu taksimden zuhur edecek haric-
1 kismeti h ile irae eylersek su neticeye dest-res oluruz:

(a@a+b)™"=a™+b™+hm [S]
Yahut:
(a+b)™=a™+b™ [muaddilm] [t]
olur.

Ussii aded-i asli olan bir zii-haddeyn kuvvetlerinin bu hassasi, iissii
asli olan z(-huddd-1 kesire kuvvetlerine de tatbik olunabilir.
Mesela:



METIN

a+b+d+h+-+f

gibi bir zi-huditd-1 kesirenin m kuvvetine tevsi‘i matlib olsun.
Evvel-emirde (t) miinasebetinden:

(a+b)™ —b™ =a™ [muaddil m]

miiteadilini istihra¢ ederiz. Sonra bu miiteadilde mademki her
kemmiyyet aded-1 timdan ibarettir, b yerine b + d koruz:

(a+b+d)™—am™=((b+d™ [muaddil m]
olur. Lakin t kaziyye-1 umimiyyesine tatbiken:
(b+d)™=b"™+d™ [muaddil m]

oldugundan, yukardaki miinasebette (a + b)™ ifadesinin
miisavisini mahalline koyalim:

(b+a+d)™=bm+d™+a™ [muaddil m]
olur.

Iste bu minval iizere devam olunarak zii-hudfid-1 kesire haddleri ne
kadar olursa olsun su ifadeyi elde etmis oluruz:

(@a+b+d+-+f)m
=am™+b"+d™+ -+ f™ [muaddilm] [S]

Bu da’va-y1 nazariden (Fermat) da’vasi da istihrag olunur.
Yukardaki zG-hudid-1 kesirede haddlerin adedi r kadar olsa da:

farz edilse [S] miinasebeti bize:

r"™ =r [muaddilm] [F]
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miiteadilini vermis olur. Burada dikkat olunacak bir sey var ki o da:
z0-hudld-1 kesirenin haddleri adedi olan (r)yi m dssi ile
miitebayin olarak almaktir. Bu halde F miinasebetinin tarafeynini r
ile taksim caizdir. Bu takdirce:

rm=1 =1 [muaddil m]
zuhur etmis olur.

Simdi bu kaziyenin son derece miihim neticeler verecegini
gorecegiz. 11k neticesi sudur:

x™ 1 =1 [muaddilm] (1)
miuteadilinde m asli olursa bunun cezrleri:
1,2,3,...,(m—1)

silsile-i a‘dad-1 tabiiyyesidir. Iste bu hassa vasitasiyla (Wilson)
da’va-y1 nazarisi namiyla miistehir da’vanin bir ispatin1 elde etmek
miimkiindiir.

86. (Wilson) Da’va-y1 Nazarisi: Eger m asli bir aded ise:
1x2x3x..x(m—-1)+1
mecmiu m ile kabil-i taksimdir. Yani:
1.23...(m—1) = -1 [muaddil m]

miiteadili sahihtir. Yahut (m — 1)! rumuzu birden (m — 1)’e kadar
olan silsile-i a‘dad-1 tabiiyyenin hasil-1 darbin1 gdstermis olsa
yukariki miiteadil soyle muhtasarca yazilabilir:

(m—-1)!'= -1 [muaddil m]
Zira evvelki da’vada beyan etmistik ki, eger m asli ise:

x™1—1=0 [muaddil m]
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miuteadilinin cezirleri:
1,2,3,..,(m—-1)

silsile-1 a‘dad-1 tabliyyesidir. Bundan su asagidaki miinasebet elde
edilir:

xl—1=x-1Dx—-2)..(x —m+1) [muaddil m]
Bu son miiteadilde x = 0 farz edilerek mahalline konsa:
(m—-1)!'= -1 [muaddil m]
olup (Wilson) da’va-y1 nazarisi ispat edilmis olur.
Burada suna dikkat etmek lazimdir ki:
(m—-1!= -1 [muaddil m]

miiteadili eger m asli ise sahihtir. Eger m gayr-i asli ise kendinden
kiictik bir adedle kabil-i1 taksimdir.

Bu halde kendinden kiiciik bir adedin:
1,2,3,..,(m—-1)

silsile-1 a‘dad-1 tabliyyesi dahilinde bulunacagindan m adedi:
1.23...(m—-1)

hésil-1 darbini da taksim etmesi zaruridir. Bu hialde m adedi 1’1 de
taksim etmesi lazim gelir ki:

1.23...(m—1)+1=0 [muaddil m]

miiteadili sahih olabilsin. Halbuki (1)’i kendinden baska higbir
aded taksim edemez. Binaenaleyh m asli olur ise yukardaki
miiteadil sahihtir. Aksi takdirde sahih olamaz. Su ifadattan
anlasiliyor ki ger¢i bu da’va siiret-i mutlakada bir adedin asli olup
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olmadigmi bildirir ise de bu ameli olmaktan ziyade nazaridir;
¢linkii eger aded kii¢iik ise bunun tatbiki kolaydir. (7) gibi. Zira:

1.2.3456+1 =721

adedi 7 ile kabil-i taksim oldugundan 7 adedinin asli oldugu
muhakkaktir. Lakin aded biiyiik olursa bu ameliyat o kadar giiclesir
ki icras1 hemen gayr-i kabil bir hale gelir.

87.  (Wilson) da’vasimin baglica bir ispati daha vardir ki o da
sudur:

Miisbet ve m adedinden kiiclik herhangi bir f adedi olursa olsun
alinmis olsa

fx=1 (muaddil m)

miiteddilinde m asli oldugundan x kemmiyyetinin yalniz bir tek
cezri var ki bu miiteadile tevafuk eyler. Bu cezrin f' oldugunu farz
edelim ve bunun da:

f.f'=1 (muaddil m)

miiteadilini hustle getirdigini tasavvur edelim. Burada f’' mutlaka
f~’den baska bir adeddir. Zira eger ' adedi f adedine miisavi olsa:

f?=1 (muaddilm)
miiteddilinin ve bundan da:
fF+1D(f—1) =0 (muaddilm)
miinasebetinin hustile gelecegi emr-i bedihidir. Bu miinasebetten:
f=1
Yahut:

f=m-1
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miisavatlari elde edilir. Bunun i¢in:
1.23..(m—-1) [2]

silsile-1 a‘dad-1 tabiiyyesinden hadd-i evvel olan 1 ile hadd-i ahir
olan (m — 1) adedlerini ihrag eylesek geriye:

23...(m—-2)

kalir ki bunlarin iginden herhangi bir f bir b bir h adedleri alinirsa
alinsin.

bb' =1
aa' =1
dd’ =1 [muaddil m]
hh' =1

miiteadilleri husile gelir. Iste bu:
(bb"); (aa’); ...; (hh")

miizdeviglerine [ki her ikisinin hasil-1 darb1 1 ile teddiil eder]
miisterek adedler nami verilir. Mademki a, b, ..., h adedleri m’den
kiictiktiir, bu halde bunlar:

2,3,.,(m—-1)
adedlerinden baska bir sey degildir. Bu takdirce:
234...(m—2) = (aa’).(bb")....(hh") =1 (muaddil m)
miinasebeti husile gelir.
Bu miiteadilin her iki tarafint m — 1 ile darb edelim:
m-1D!'=m-1=-1 (muaddil m)

olur ki bu da (Wilson) da’va-y1 nazarisinden baska bir sey degildir.
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88. [Im-i a‘dadda’ pek meshur ve pek miihim bir da’va-yi
nazari var ki ispat1 (Wilson) da’vasiyla miiyesser olur. Iste biz de
simdi (Wilson) da’vasmi ispat ettik. Sira bu meshur da’vanin
ispatina geldi. O da’va sudur:

“4m + 1 seklinde bulunan her aded-i asli, iki adedin murabba’lar1
mecmuiuna misavidir.” Fakat bu da’vanin ispatina yardim edecek
iki da’va-y1 nazari daha vardir ki bittabi evvel-be-evvel bunlardan
bahsetmek icap eder.

89. Da’va-y1 Nazari: p aded-i asli ve g adedi dep — 1’den
asgar bir aded olsa:

(1).1.23...qx123...(p—q—1) +1=0 (muaddil p)
olur. (Eger q cift ise)
(2).1.23...qx1.23...(p—q—1)—1=0 (muaddil p)
olur. (Eger p tek ise)
Zira, (Wilson) da’vasina nazaran
1.23...(p—1)+1=0 (muaddilp) ..(uw)

olup, bu son miinasebetin sag tarafindaki birinci haddini soyle
yazabiliriz:

1.234...(p — 2)p — 1.2.34. ...(p — 2)
Bundan:
1.234...(p—2)p—[1.234...(p—2)—1] =0 (muaddil p)

olur ki,

 Frenkce Calculer hesab etmek, Calcul de hesab manasmadir. Halbuki
Arithmétique kelimesine ilm-i hesab diyoruz ki bu yanlistir. Bunu (ilm-i a‘dad)
diye tesmiye etsek daha miinasip olur.
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1.234..(p—2)—-1
tefazuliiniin p ile kabil-i taksim oldugu neticesini verir.
Bu tefazuliin birinci haddi su vech ile de yazilabilir:
1.234...(p—3)p—12x%x1.234...(p —3)
Bundan da su:

1.234...(p—3)p—-[1.2x1.234....(p — 3) + 1]
=0 (muaddil p)

olup
1.2x1234...(p—3)+1
mecmuunun (p) ile kabil-i taksim oldugu tezahiir eder.
Bu mecmun da birinci haddini su sekilde yazalim:
1.2x1.234...(p—4)p—-123x%x123...(p —4)
Bundan da:

1.2x123...(p—4)—[1.23x1.23...(p — 4) — 1]
=0 (muaddil p)

olur. Bundan:
1.23%x1.23.4...(p—4) -1

ifadesinin de p ile kabil-i taksim oldugu anlagilir.

Bu muhakemeyi aynen takip ederek, su asagidaki miiteadilleri

miteakiben elde ederiz:
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(1.2.34) X [1.23...(p=5)]+1=0
(1.2.3.4.5) x [1.2.3...(p —6)] =1 =0
(1.2.345.6) X [1.23...(p0 =] +1=0
(1.2.3.45.6.7) x [1.2.3...(p —8)] =1 =0

(muaddil r)

Ve bir siret-1 umumiyyede su miiteadiller elde edilir:
(1).1.23...qx1.23...(p—q—1)+1 =0 (mmuaddil p)
olur. (Eger q cift ise)
(2).1.23...qx1.23...(p—q—1) —1 =0 (muaddil p)
olur. (Eger g tek ise)
Iste (1) ve (2) miinasebetleri de bu vech ile ispat edilmis oldu.

90. Da’va-y1 Nazari: Eger p adedi (4n + 1) seklinde bir aded-
1 asli olsa:

(1.2.3...2n)2 + 1
ifadesi p ile kabil-i taksimdir. Zira,

(1)  miinasebetinde q yerine (2n) ve p yerine de [4n + 1] vaz’
olunsa:

1.23...2nx[1.23...(4n+1-2n—-1)] +1
=0 (muaddil p)

Yahut 1slah edildikte:
(1.2.3....2n)2 + 1 =0 (muaddil p)
olup matliib sabit olur.

Iste simdi yukardaki pek miihim dedigimiz da’va-y1 nazarlyi ispat
ederiz:
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91. Da’va-y1 Nazari: (4n + 1) seklinde bulunan her aded-i
asli, iki adedin murabba’lar1 mecmiiuna miisavidir.

Zira: bundan evvelki da’vada gormiis idik ki: p aded-i aslisi:
(1.2.3....2n)2 + 1

ifadesini tamamen taksim ediyor. Yani iki adedin murabba’lari
mecmiunu taksim ediyor. Oyle ise p adedi de iki murabba’
mecmiuna miisavidir. Bu da’va o kadar miihimdir ki, yalniz bir
cihetteki ehemmiyetini burada zikretmek kafidir. Bundan sonra:

x?=p (muaddil m)

seklinde ikinci dereceden bir mechullii miiteadillerin hallerini
gosterecegiz. Burada eger:

m=4n+3

seklinde ise bu miiteadili (Fermat) da’vasina tatbiken halledecegiz.
Lakin eger:

m=4n+1

seklinde ise, bu sekildeki a‘dad-1 asliyye de ya (8n+1)
seklindedir yahut (8n + 5) seklindedir.

Iste bu son sekildeki a‘dad-1 asliyye ya (Fermat) da’vasiyla
hallolunur. Yahut [baz1 inat¢1 a‘dad-1 asliyye var ki (Fermat)
da’vasina ser-fiiri etmez.] Iste o zaman (8n + 5) seklinde — ki bu
da esasen (4n + 1) seklinden gelmisti — olan aded-i asliyi iki
adedin murabba’lari mecmiuna ayirip meseleyi bununla
halledecegiz. Bir adedi iki murabba’a ayirmak icin ayrica kaide
vardir. Onu da mahallinde bildirecegiz.
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92. Da’va-y1 Nazari: Beynlerinde miitebayin dort murabba’
tamamen taksim eden her adedin kendisi de dort murabba’
mecmuuna musavidir.

Zira, farz edelim ki beynlerinde miitebayin a, b, c,d adedlerinin
murabba’lart mecmiu olan:

a® +b* + c? + d?
ifadesini, herhangi bir t adedi olursa olsun tamamen taksim ediyor.

Bu a, b, ¢, d adedlerinden her biri %’yi geciyorsa, bunlarin yerlerine

t muaddiline nazaran bakiyye-i asgariyye-i mutlakalar1 olan
miisbet veya menfi:

a—at=a
b—pt=">r
c—yt=c'
d—ot=d

adedlerini vaz* eylesek:
a?+b?%+c?+d"*?
mecmuu da yine t ile kabil-i taksimdir.

Stiphesizdir ki bunlarin dordii birden %’ye miisavi olamaz. Ciinki

bunlar beynlerinde miitebayin olduklarindan hepsinin de zevc
olmak ihtimali yoktur. Bu takdirce:

t
a?+b?+c?+d?< 4(5)2 = t?2

olur.
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Oyle ise su miisavat dogrudur:
a?+b?+c?+d?=tt ..[1]
Burada yukariki faraziyata gore t' < t olmak zaruridir.

Eger [1] misavatinda t' = 1 olsa, bu halde (t)’ nin dort murabba’-1
mecmuiuna miisavi oldugu tahakkuk edip da’vamiz siibut bulmus
olur.

Eger t' > 1 ise burada da yine a’,b’,c’,d" adedleri eger %’den

a‘zam iseler, bunlarin t’ muaddiline gore bakiyye-i asgariyye-i
mutlakalar1 alinarak:

(@' —st)?+ (b —rt)? + (¢’ —pt)? + (d' — qt")?
— tltll [2]

miisavati hasil olur ki burada t"" < t"diir.

(1) ile (2) miinasebetleri taraf tarafa darb edilseler:
k2 4+ f24n? 412 =t t"

miisavat1 ber-vech-i ati ifadelerle sahih olmus olur:

k=a?+b?+c?+d?—(a's+br+c'p+dot
=tt—a's—b'r—c'p—dq]

f=WB's—ar—cp+dqt
n=('s—ap—-dr+bqt
l=(d's—aq—Db'p+c'rit
Yani su eskalde kiymetler elde edilir:
k=a"t, f=»b"t, n=c"t, [=d"t

Bunlardan da su miinasebet husile gelir:
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a?+b"?+c"?+d"?=tt"10 t'<t
Burada eger yine t'' = 1 ise da’vamiz sabit olmus olur.

Eger boyle degilse, ber minval-i mesrih devam edilerek sunlar gibi
bir takim miisavat istihsal edilir:

a//rz + brrrz + Curz + dmz = tt""

A2 + by’ + Cp? + dy? = tty,

Yekdigerini veli ederek tahaddiis eden t',t"”,t"’, ..., t,, adedleri
miitenaziran yekdigerinden asgar a‘dad-1 tammeden ibarettirler.

Daima tenakus ederek ila-nihaye giden bu aded-i tdmlar bir zaman
gelecek ki behemehal bunlardan biri vahide miisavi bir aded zuhur
edecektir. Iste o zaman t adedinin de dort murabba’-1 mecmiiuna
miisavi oldugu tebeyyiin edip matliib sabit olacaktir.

93. Da’va-y1 Nazari: Miitebayin iki adedin murabba’lar
mecmiunu tamamen taksim eden bir adedin kendisi de iki
murabba’-1 mecmiiuna musavidir.

n adedi miitebayin iki adedin murabba’lar1 mecmtu olan h? + t?
ifadesini tamamen taksim eden bir aded olsun. Burada h ve t

adedlerinden beheri g’yi gecmez farz olunmustur. Cilinkii eger

bunun aksi zuhur ederse h yerine n muaddiline gore bakiyye-i
asgariyye-i mutlakasi olan:

10 anz t/Z + buz t/Z + C”Z t/2 + duz t/Z — tt/Ztu
Tarafeyn t'? ile taksim edilirse:
aIIZ + blIZ + CIIZ + dIIZ — tt”
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h—fn
Ve: t yerine de kezalik:
t—dn

vaz‘ olunarak ise miibaseret olunur. Bu halde:

n
h2+t>?=nn" (1) n <§

Eger burada n’ = 1 ise da’vamiz siibut bulmus olur. Eger n' > 1
ise o halde:

(h—dn)? + (t—pnH)2=n'.n" [2]

nl

> >n''

1 ile 2 taraf tarafa darb edilseler:

(h? + t% — dhn' — ptn')? + (dtn’ — phn")2 = n.n'*.n"

miisavati husile gelir. Bu miisavatin birinci haddinde bulunan:
h? + t2

yerine miisavisi olan n.n' vaz‘ edilse:

(n.n' — dhn' — ptn')? + (dtn’ — phn')? = n.n'>.n'"2
olup tarafeyn n'? ile taksim edilse:
(n—dh —pt)? + (dt — ph)? = n.n"

olur. Burada n"" = 1 olursa da’vamiz siibut bulmus olur. Degilse:

Ber minval-i mesriih hareket ederek n.n’ hasil-1 darbindan n.n'”

hasil-1 darbi n.n'.n", ..., n,, hasil-1 darblar istihsal edilmis olur.
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Mademki n.n'.n",..,n, a‘dad-1 tdmmesi  miitendziran
yekdigerinin nisfindan asgar olarak tahaddiis ediyor, bu hal, ila-
nihaye devam edemez; bunlardan biri behemehal vahide miisavi
olur. Bu takdirce de da’vamiz siibut bulmus olur.

94, Da’va-y1 Nazari: Her aded-i miirekkep, yani asli olmayan
her aded, 4n + 3 seklinde hi¢cbir madriib-1 asliye malik degilse, iki
murabba’-1 mecm@una miisavidir.

Zira, bir aded-1 miirekkebin madribat-1 asliyyesi, 2,4n + 1,4n + 3
sekillerinden baska sekillerde degildir.

Eger 4n + 3 sekli bunlar meyanmdan tayy edilir ve: 2 = 1% + 12
(yani iki murabba’-1 mecmiiuna miisavi) farz olunursa bu halde
aded-1 miirekkebin madribat-1 asliyyesinin kaffesi 4n + 1 seklinde
ve iki murabba’-1 mecmiiuna miisavi olan 2 adedinden ibaret olur.
Halbuki bundan evvelki da’vada t aded-i aslisi 4n + 1 seklinde
olursa, t = b? + ¢? gibi iki adedin murabba’lar mecmiuna miisavi
oldugu ispat edilmisti.

Bundan anlagilir ki, aded-i miirekkep, beheri iki murabba’-1
mecmiuna miisivi madriblarmn hasil-1 darbindan ibarettir. iki
adedin murabba’lart mecmiunun diger iki aded murabba’lari
mecmuiuna, hasil-1 darbi ise yine iki adedin murabba’lari
mecmiuna miisavidir.

Mesela: t = km gibi k = 4n + 1 ve m = 4n’ + 1 seklinde olan iki
madriibdan miirekkep t adedini alsak; bu halde mademki k ile m,
4n + 1 seklindedirler, bunlar:

k=b%+d?> ve m=p?+q*

gibi murabba’lar mecmiiuna ayrilir. Bu takdirce su asagidaki
miinasebet hustle gelir:
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k.m = (b% + d?)(p? + q%) = b?p? + b?q? + d?p? + d?q?
b2p2 + d2q2] + [d2p2 + quZ]

b?p? F 2bpdq + d?q?]

d?p? F 2bpdk + b?q?]

bp ¥ dq)? + [dp F bq]?

_|_

— 1 —

olur.
Su son iki ifadeyi bir yerde gosterelim:
(b% +d*)(®* +q*) = [bp F dq]* + [dp F bq]?

Iste bu suretle iki murabba’-1 mecmfunun diger iki murabba’-1
mecmiuna hasil-1 darbinin iki murabba’-1 mecmliuna miisavi
oldugu siibut bulmus olur.

Bir misal yapalim:
k=29, m=730lsa
29 =22 +52
73 =32+82 [']

olur. Burada q =8,p =3,d =5,b =2 oldugundan yukardaki
miisavatta mahallerine vaz* ile:

(22 + 5%)(3%2 + 8%) = (2.3 +5.8)2 + (2.8 ¥ 5.3)?
olur ki bu da:
312 + (—34)% = 2117 veya: 1% + 462

olur.

' 4n + 1 seklindeki asli bir adedin, ne vech ile iki murabba’ mecmiuna
ayrildigini ileride iki muhtelif usul ile bi’l-isbat tayin edecegiz.
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9s. Da’va-y1 Nazari: p adedi 4n + 3 seklinde bir aded-i asli
olsa, ispat etmek matlibdur ki p adedi:

Cn+DI+1
Yahut

@Cn+1!-1

ifadelerinden birini behemehal taksim eder.

Zira (89)’uncu da’va-y1 nazarinin (2) ile isaret olunan

, . . : s -1, .. A
miinasebetinde q yerine, tek bir adedi gosteren ve pT’yl irde eden

2n + 1 vaz‘ olunsa [Ciinkii burada p = 4n + 3 oldugundan pT_l =

2n + 1 olur.]

Cn+1)!Ix123.(p—2n—-1-1)—-1=0 (muaddil p)
miinasebeti hasil olur. Lakin bu miinasebette bulunan:

p—2n—-1—-1=p—-2n—-2=4n+3-2n—-2=2n+1
oldugundan mahalline vaz* ile:

Cn+1D!Ix2n+1)!—-1=0 (muaddil p)
Veya:
[(Cn+1D!?—1=0 (muaddil p)

olur. Bu ifade iki adedin murabba’lar1 beynindeki fazl
gosterdiginden

[Cn+ D!+ 1][2n+1)! = 1] =0 (muaddil p)

miiteadili elde edilir ki madriblardan birinin sifir ile teadiil
etmesini yani p ile tamamen taksim olmasini icap ettirip matlib
sabit olur.
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96. Da’va-y1 Nazari: Isbat etmek matlibdur ki eger p aded-i
asli olursa (p — 1)! hasil-1 darbinin:

1424+ @—1)

mecmiu lizerine taksiminden kalan baki (p —1) adedine
miisavidir. Zira (Wilson) da’va-y1 nazarisi miicibince:

p-Dl=mp—-1=m-Dp+@p-1)...[1]
musavati hasil olur.

Bu miisavatin sol tarafi ile sag tarafinin ikinci haddi, p — 1 ile
kabil-i taksim oldugundan sag tarafin birinci haddi olan (m — 1)p
adedinin de (p — 1) ile kabil-i taksim olmasi zaruridir. Bu halde:

(m—1Dp=misl(p—1)
olur. Lakin p, p — 1 adedleri miitebayin olduklarindan:
m—-1=q(-1
olmasi tabiidir. (1) ile isaret olunan miisavatta mahalline vaz* ile:
-Di=q-Dp+(@-1
olup bu miisavat soyle de yazilabilir:

p(p—1)

> +(@-1

(p—1)!=2qg X
Imdi;

p(p—1)

= =1+2+3+ -+ (-1

oldugundan mahalline konarak:

p-DI=2q[1+2+-+(@-DI+(-1)
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miisavati elde edilir:

Bu miisavattan anlasiliyor ki (p — 1)! hasilinin
1+2+3+-+(p-1)

mecmuuna taksiminden kalan baki (p — 1) dir.

Tembih: Yukardaki son miisavata dikkatle bakilirsa goriiliir ki
(p — 1) adedi (p — 1)! hasil-1 darbinin

1+2++(p-—-1)
mecmiunun 2 misline de taksiminden kalan bakiyedir.

Bir misal ile tavzih-1 meram edelim: 7 aded-1 aslisini alalim:

1.2.3.4.5.6 _ 710
142+3+4+5+6 21

olup burada 720 adedi 21 iizerine veya bunun 2 misli olan 42
adedi iizerine taksiminde, kalan bakiye 7 — 1 = 6’dir.

97. Da’va-y1 Nazari: Eger t adedi (4n+ 1) seklinde bir
aded-i asli, yani t = 4n + 1 olsa ispat etmek matlibdur ki:

[(Cn+1)(2n+2)..x4n)?+1=0 (muaddil t)
olur.
Zira (Wilson) da’va-y1 nazarisi bize sunu verir:
t—1D'+1=0 (muaddilt)

Lakin t =4n+1 oldugundan: ¢t—1=4n olur. Mahalline
koyalim:

An)!+1=0 (muaddilt)

Veya:
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(4n)!'= -1 (muaddil t)
olur. Terbi’ edelim:
[(4n)!)? =1 (muaddilt) ..(3)
Lakin 90’1nc1 da’va-y1 nazari miicibince:
[C)!]? =-1  (nuaddilt) ..[4]

olur. Halbuki 3 miisavatindaki [(4n)!]? ifadesi (1)’den 4n adedine
kadar silsile-1 a‘dad-1 tabiiyye hasil-1 darbinin murabba’ina miisavi
oldugundan su veh ile de yazilabilir:

[(2n)! x 2n+ 1)(2n + 2) ... X 4n]?
=[2n)"]? X [2n + 1)(2n + 2) ... X 4n]?

Iste 3 miisavatinda sol tarafta miisavisi olan su son ifade mahalline
vaz‘ edilerek 4 miinasebetiyle taraf tarafa taksim edilse:

[(2n)! x 2n+ 1)(2n + 2) ... X 4n]?
[(2n)!1]?

1
5 = -1 (muaddilt)

olup bundan:
[(2n+1)(2n+2)..x4n]?> = -1 (muaddil t)
Yahut:
[(Cn+1)(2n+2)..x4n]> +1 =0 (muaddil t)

olup matlib sabit olur.
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Gayr-i Miisterek’iil Mikyas Adedler ve
A‘dad-1 Muhdese veya Mevhiime

98. Bir kemmiyyet-i sabite ile bir kemmiyyet-i miitehavvile
beynindeki fazl istenildigi kadar asgar olabilirse [asla sifir
olamamak sartiyla] o kemmiyyet-i sabite, kemmiyyet-i
miitehavvilenin gayesidir denir.

Bu takdirce, (1) vahid, su: 0.999.. aded-i miitehavvilinin
gayesidir. Zird bu adedin kiyem-i miiteakibesi sunlardir:

0,9; 0,99; 0,999; 0,9999 ...

Yani su kesr-i a’sariyi teskil eden 9 adedini istedigimiz kadar
alabiliriz. O kadar alabiliriz ki, artik vahid ile bunun beynindeki
fazl sifir degilse de sifira pek yakindir.

Tembih: Gayr-i miisterek’il mikyas kemmiyatin tarifine
girismeden evvel, iki da’va-y1 nazarinin bilinmesine liizum vardir.
Onlar da sunlardir:

99. Da’va-y1 Nazari-1: Bir kesr-i miircia‘nin murabba’1 da

. . . . A i A . a . . .
bir kesr-1 mircia‘dir. Zira mircia® farz edilen o kesrinin haddleri

olan a ile b adedleri miitebayindirler. Bunlar, kendi kendilerine
darb edilseler, hasil-1 darblar, ki a.a = a? , b.b = b? ’dir, bunlarin
da miitebayin olacaklar1 bedihidir. Cilink{i bu hasil-1 darbda a ile

b’den baska hicbir madriib yoktur. Bu sebepten Z_Z kesri de bu

miircia‘ olup matlib sabit olur.

. A A . A . . . . .
Netice: Bu da’va-y1 nazariden anlasilir ki > gibi bir kesr-1 miircia®,
herhangi bir n kuvvetine olursa olsun ref* edilse, hasil-1 merfi‘un

da herhalde bir kesr-i miircia‘dan ibaret olacagi bedihidir.

100. Da’va-y1 Nazari-2: Bir aded-i tdammin murabba’1
olmayan bir aded-i tam, bir kesirin de murabba’1 olamaz.
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Mesela, 15 adedini ele alalim. Bu aded, hi¢bir aded-i tammin

murabba’1 degildir. Bu halde % gibi bir aded-i kesrin de murabba’1

olamaz.

ALA - A . . A A Q o . . .
Zira, eger murabba’-1 tammi 15 adedine miisavi > gibi bir kesrin

viicudu tasavvur olunsa, bu adedin yerine bu kesrin murabba’1 da
konabilir. Halbuki bundan evvelki da’va-y1 nazaride ispat edildigi
vech ile bir kesr-1 miircia‘nin murabba’t da bir kesri miircia‘dan

2
ibarettir. Bu sebepten, Z—Z bir kesr-i miircia‘dir. Higbir vakit aded-i

tam olan 15 adedine musavi olamaz. Bu suretle da’vamiz da siibut
bulmus olur.

Simdi gelelim 2 adedinin cezr-i murabba’inin tarifine: Bundan
evvelki da’va-y1 nazaride gérmiis ve ispat etmistik ki, gerek aded-i
tam olsun gerekse kesir olsun hic¢bir aded yoktur ki, murabba’1 2

adedine miisavi olsun. Bu takdirce, V2 simdilik bizim i¢in manasiz
bir rumuzdan ibarettir.'?

V2 rumuzunun tarifine gelmek, ve onu idrak etmek i¢in 2 adedini,
herhangi murabba’-1 tdm bir adedin olursa olsun ve mesela 100
adedinin su:

100’ =1, 100 = 100, 100 = 10000
Kuva-y1 miiteakibesiyle darb ve taksim edelim. Bu halde su:

21 2100 2.100° 2.100°
17 100" 156° " Too

12 Eger: “Kendi nefsine darb edilen bir aded 2 adedini viicuda getirirse bu aded 2
adedinin cezr-i murabba’idir.” demis olsak bir hatd-y1 fahis ikd etmis oluruz.
Ciinkii V2 ile darb edilen adedin tarifinde, evvelce V2 rumuzunun tarifini bilmek
lazimdir.
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gayr-i mahdid silsilesini viicuda getirmis oluruz, bu silsilenin her
bir haddi 2 adedine miisavidir. Bu silsiledeki ifadat-1 kesriyyeden
beherinin suretlerinin, bir noksanmina ve bir fazlasina cezr-i
murabba’larin1 alarak ve kendi mahreclerinin cezr-i murabba’ina
taksim ederek su iki yeni silsileyi hustile getirmis oluruz:

1, 1.4, 141, 1414, 14142, ..(A)
1, 1.5, 1.42, 1.415, 1.4143, ..(B)
Imdi,
1°. (A) silsilesinin haddleri miitezayiden gidiyor;
29, (B) silsilesinin haddleri ise miitenakistir.

3°. Bu iki silsilenin miitekabili her iki haddi beynindeki fazl, na-
miitenahi bir surette tenakus ediyor; su halde ki, sifir degil, fakat
sifira pek yakin raddede tenakus ediyor. Mademki, is boyledir ve
bundan baska da (A) veya (B) silsilelerinin havi olduklari
haddlerin murabba’lari, miisterek bir gayeye yani 2 adedine
maliktirler; bu haddlerin de;

(D ile (2),(1,4) ile (1,5),(1,41) ile (1,42) ....ilh. haddleri
arasinda bir gaye vardir ki, iste bu gayeye 2’nin cezr-i murabba’1
namui veriliyor. Bu takdirce, (2) cezr-i murabba’i, murabba’larinin
gayesi (2) olan adedlerin gayesidir.'3

Simdi bu tarif edegeldigimiz hustisat1 su asagidaki izahatla tenvir
edecegiz:

Ben dedim ki, (4) yahut (B) silsilelerinde bulunan haddlerin
murabba’lari, ayni1 gayeye, yani 2 adedine maliktirler.

13 Bu tarif, vaktiyle (Catalan) tarafindan teklif edilmis ve fakat o zaman red
olunmustu. Muahharen bu teklif kabul edilmistir.
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Zira, su miinasebetleri nazar-1 dikkate alalim:

—2 —2 —2 —2
2-T4 <152 —142, 15 —-2<15 —14

2 2 2 2 [— ) _2
2-T41 <142 —141, 142 —2 <142 —141
2 —1414° <1415 — 1414, 1415 —2 <1415 —1414".
Imdi,

—2 —2
15 —-14 =(15+14).(15-14)=29x%x0.1=0.29

1422 — 1412 = (142 + 1.41).(1.42 — 1.41) = 2.83 x 0.01
= 0.0283

2
1.415 — 1.4142 = (1.415 + 1.414).(1.45 — 1.44)
= 2.829 x 0.001 = 0.002829

Bu sebepten:

JR— —2
2 T4 <029, 15 —2 <029,
-2 2
2 —T41° < 0.0283, 142 —2 <0283,
JR— 2
2 —T44° < 0.002829, 145 — 2 < 0.002829.

Ve evleviyetle:
—2 —2
2—14 <0.3, 1.5 -2<0.3,

2 —T41 < 0.03, 142° —2 < 0.03

229



230

HESAB-1 NAZARI

— — 2
2— 1.4142 < 0.003, 1.415 —2<0.003

Iste su:
2 — _
1.4, 1.41 , 1.4142,

adedlerinin gaye-i ulyalari: (2)’dir. Ve su:

—2 2
15,142, 1.415
adedlerinin gaye-i siiflalar1 da: (2)’dir

Iste su tafsilattan anlasilir ki, 2 adedinin cezr-i murabba’-1 takribisi
1 noksanina:

1.4,1.41,1.414 ...
Ve vahid fazlasina:

1.5,1.42,1.415 ...
adedleridir.

100. Ta’rif-i umiimi: Hicbir aded-i timmin ve hi¢cbir aded-i
kesrinin n’inci kuvveti olmayan ve n’inci kuvvetlerinin gayesi (A)
olan adede, (A4) adeddinin n’inci kuvvetten cezri derler.

Iste bu tarifle mevcudiyeti tahakkuk eden su yeni adede: (aded-i
asamm) veya: (gayr-i miisterek’iil mikyas) aded tesmiye ederler. '#

14 A‘dad-i asammeden baska, (gayr-i miisterekii’l-mikyas) diger adedler daha
vardir ki: bunlara: (a‘dad-i aliye-Nombres transcendants) nami verilir ki, muhit-i
dairenin kutruna nisbeti olup =m ile gosterilen aded ile tabii logaritmalarin
kaideleri olan e adedleri: ( a‘dad-1 aliye) dendir.
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101. Her hangi bir kuvvetten olursa olsun, bir adedin cezrini
tevlid eden sekl-i umimi sudur:

Ve=a

Simdi, su sekli nazar-1 dikkate alarak b ve c adedlerinin halleri ve
isaretleri degistikce a adedinin kiymeti ve isareti {izerinde ne gibi
tesirler icra edecegini nazar-1 imtihandan gegirelim:

1°. Meczur ile cezriye iissii aded-i tAm ve miisbettirler.

Hasil-1 cezr bittabi miisbettir. Lakin bir stiret-i umtmiyyede aded-i
tam olmasma hiikiim verilemez. Zira madriibata ayrilmayan
a‘dadin mevcut oldugunu der-hatir etmek kafidir. Eger boyle bir
adede tesadiif edilirse, anlasilir ki, a adedi, meczur (c¢)’nin ve iissi
(b)’nin her kiymeti i¢in aded-i tdm olamaz.

Mesela, 5 adedinin cezr-i murabba’1 olan /5 rumuzu asla bir aded-
1 tam veremez. Zira 5 adedi aslidir. Yani kendisiyle vahidden baska
hi¢bir madriiba malik degildir.

Kolaylikla gériilir ki, V5 ifadesinin kiymet-i adediyyesi: 2 ile 3
arasindadir. Ciinkii 22 = 4 ve 32 = 9°dur. Lakin 2 ile 3 arasinda
kiyem-i mubhtelifeleri ile na-miitenahi a‘dad-1 kesriyye mevcuttur.

Vehle-i tlada bunlardan biri V5 adedine miisavi farz edilerek
alinmak ihtimali varid-i hatir olursa da, bu, hakikate miinafidir.
Zira a‘dad-1 kesriyyenin biitiin kuvvetleri de a‘dad-1 kesriyyedir.
Bu sebepten yukariki faraziye batildir. Bu halde, a’dad-1 tamme ve
kesriyyeden baska diger bir nev* a‘dadin viicudu olmak lazimdir ki,
iste bu yeni a‘dada: (a‘dad-1 asamm) yahut: (gayr-i miisterekii’l
mikyas aded) isimleri verilmis idi. Clink{i bu adedin vahidleri ile
olan nispetleri tamam olarak tayin olunamaz.

Imdi, su:
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bw/(+c) =a

sekl-i umimisinde a hasil-1 cezri aded-i tam olmadikg¢a,
behemehal, (gayr-i miisterekii’l-mikyas) bir adeddir. Isaretine
gelince: b adedi tek oldukca her halde miisbettir. Lakin b ¢ift bir
aded olursa, a adedi ya miisbet veya menfi olmak ihtimali vardir.
Zira herhangi bir ¢ift adedi olursa olsun onu (2m) ve tek adedi de
(2m + 1) ile gosterebiliriz. Bu halde su miinasebat tahaddiis eder.

(+a)?™+1 = +¢
(+a)?™ = +c, (—a)*™ = +c

Simdi, su ifadelerin (iis)’leri micibince tarafeynin cezirlerini almis
olsak, sirasiyla su miisavatlar zuhura gelir:

TN+c=4a, WHc=+a

“N+c =—a

Goriiliiyor ki, a‘dad-1 miisbetenin ferd kuvvetten cezirleri yalniz
miisbet bir kiymete maliktirler. Halbuki bunlarin zevc kuvvetten
cezirleri, kiymet-i adediyyece miisavi iseler de isaretce
mugayirdirler. Bu hususiyet, cezri alinan adede (%) gibi ¢ift isaret
verilerek tefrik olunur. Sunun gibi:

“N+c =ta

101. Kemmiyyat-1 mevhiimenin kuvvetleri, pek biiyilik, pek
mithim dikkatle miitalaa ve teftise sayandir. Zird bu kemmiyyat-i
mevhiime kemmiyyatin tevlidi hususunda en miihim bir unsuru
teskil eder.

Eger, basit olan v—1 kemmiyyet-i mevhiime, murabba’ini teskil
etmek icin kendi nefsine darb edilse su asagidaki iafedeler hustile
gelir.
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V=T1V=1=/(D.(-1) =V+1 = +1

Lakin bunun iist isareti olan (+)’y1 kabul etmek, batil, abes bir
neticeye sebebiyet vermektir. Zird yukardaki ifadeyi (+1) olarak

alalim:

(V=1)" = +1
Bundan:

V=T = V1

miisavatt hasil olur ki butlan-1 sirfedir: Hakikate kiilliyen
mugayirdir.

imdi, eger V=1 kemmiyyetinin murabba’mi teskil etmek icin,
kuva-y1 kesriyye kullanilmis olsa, (#) isaretleri hakkindaki sek ve
tereddiit izale edilmis olur. Ve v—1 kemmiyyetinin murabba’i
olarak yalniz (—1) adedi bulunmus olur ki, fi’l-hakika ve bizzarure
de boyle olmak lazim gelir. Zird bir cezr-i murabba’min terbii,
cezri alinan addedden ibarettir.

Ciinki,
(V=1)' = (-1 = (1! = -1

Ayni miilahaza, V—1 kemmiyyetinin biitiin ¢ift kuvvetleri
hakkinda yapilmalidir.

102. +—1 kemmiyyetinin kuva-y1 miitedkibesi, yukardaki
miilahazata istinaden yapilacak olursa, su asagidaki miinasebat
hustle gelir.

(V=1)" = +1

233
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(V=1)' = +V-1
V=1)" =-1
(V=1)° = (=12 = (-1).(-1)2 = —V=1
(V1) = (-1)2 = (-1)? = +1
(V=D)° = (~1)2 = (~1). (1% = +V1
(V=D)° = (-1)2 = (=1)* = -1
(V=1)" = (~1)2 = (1), (-1)2 = —V=1

ilh =-- ilh.

Eger, bu cetvel temdit ve tevsi‘i edilecek olursa daima atide dort
netice elde edilmis olur:

+1, +V=1, -1, -1

Iste bunlar1 nazar-1 dikkate alarak, kiyas tarikiyle +—1
kemmiyyetinin kuvvetlerinin devri olduguna hiikmedilebilir.

103.  Surasmi da zikre sayan goriiriiz ki, v—n ifadesi her zaman

av—1 secklinde irca edilebilir. Mesela n =25 farz olunsa,
yukardaki

V—n =+v-25
olur ki bu da:
V25 x -1 =5v-1

olur.
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Iste, V—n sekli:  av—1 sekline girdi.
Kezalik, n = 18 farz olunsa,

V=n=vV=18=V9x2x -1 =3V2.V/=1

olup yine v—n sekli a.v—1 sekline girmis olur.

Simdi bu ciheti iyice belledikten ve asagida (Gauss)’un rumuzunu
da kabul ettikten sonra, yukarda beyan etmis oldugumuz:

V=1.v-1=4(-1.(-1) =v+1 ==1
glicliigii izale edilmis olur.

(Gauss), her kemmiyyet-i mevhiimenin, nihayet irca edildigi v—1
rumuzunu: i harfiyle géstermistir.

Mesela:
J=a=a

hasil-1 darbinda ve daha hakikisi (—a) kemmiyyetinin terbii
hususunda darb ameliyatiyla yapilan giicliik:

iva.iva = i?a = —a
ameliyesinde goriilmez.'

Ihtar: Gerek gayr-i miisterek’iil mikyas adedleri hakkinda ve
gerekse a‘dad-1 mevhiime husunda vermis oldugumuz malumat

15 Ciinkii, v—a kemmiyyet-i mevhiimesi uliim-u riyaziyeye idhal edildigi zaman:
V=1 veya v—a rumuzunun terbii behemehal (—1) veya (—a)’dir diye kabul
edilmesi sart-1 kati ile tayin edilmistir. Bana kalirsa bu sarta liizum yoktur. Zira,
yukarda kuvvetler vasitasiyla icra-1 amel edildigi takdirde

(V1) = (-7 = (-D)! = -1

neticesi elde edildigi cihetle matliib hasil oluyor demektir.
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kafidir. Clinkii bu iki bahis ulim-u riyaziyede gayet vasi bir saha
isgal eder ki hesab-1 nazari hudiidundan harigtir.

Kuvve-i Muhiakemenin Tevsi‘ine Yardim Eden ve
A‘dad Fikr ii Mefhimunu Zihne ilka Eyleyen Bir
Takim Mes’ele-i Mithimme

104. Sual 1- Ug¢ rakamli bir aded-i tdm bulmak matliibdur ki, bu
aded, kendi rakamlar1 hasil-1 darbina taksim edilirse, haric-i kismet,
adedin miat mertebesi rakamina miisavi olsun?

Sualin Halli:

Matlib adedin miat, aserat, ahad rakamlarimi sirasiyla ¢, d,u ile
gosterelim. Ber-mitcib-i ifade su:

100c + 10d + u _

c.d.u 7
miinasebeti husile gelir.
Bundan:
_10(10c + d)
 c2d-1

ifadesi istihsal olunur. Bu miinasebet soyle de yazilabilir:

10
c?d -1
10c + d

(1)

u =

Imdi, 10°dan kii¢iik olan u adedinin, tam olmasi, yukariki

c?d-1 . .. ..
ifadesinin, 10 adedinin 2,5, 10
10c+d

madriblarindan birine miisavi olmasina vabestedir.

miunasebetin mahreci olan
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Bu lic faraziyeyi nazar-1 teftisten gecirelim.

2
c“d-1

0. ——=10
10c+d

Bu miisavattan su miinasebet hasil olur:

100c +1

—-—EEf:fIB—.". (2)

Bu ifade-i kesriyyenin sureti miisbet oldugundan mahrecinin de
miisbet olmas sarttir. Oyle ise ¢ adedinin en kiiciik kiymeti 4’tiir.
Zira 3 olsa c¢? =9 eder ki, bu halde 9 — 10 = —1 olur. Bu ise
mubhalif-i hakikattir.

Bundan bagka, (100c + 1) sureti, bir aded-i ferdi gosteriyor. Bu
halde mademki d bir aded-i tdm olacak (c? — 10) mahrecinin de
tek olmas1 zaruridir. (c¢? — 10) ifadesinin ferd olmas1 ise, c
adedinin tek olmasina miitevakkiftir. Bu halde, ¢ adedinin 5,7,9
adedlerinden birine miisavi olmasi zaruridir.

Simdi, bu ii¢ adedi tecriibe edelim:
¢ = 5 olduguna gore (2) miisavatindan

501 167

15 5
kiymeti kabule sayan degildir.

¢ = 7 olduguna gore

_ 701
39

Kezalik sayan-1 kabl degildir. Velhasil

¢ = 9 olduguna gore
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_ 901
71
de muvafik-1 hakikat degildir.
29. Farz edelim ki,
c?d -1
=5
10c+d

olsun. Bundan su miinasebet hustle gelir.

_500+1
~ ¢2-5

Bu ifade-i kesriyyenin mahreci olan (¢ — 5) tefazuliiniin sifirdan
a‘zam olmasi1 iktiza ettiginden ¢ adedinin en kii¢iik kiymeti:
3’tiir.Zira 2 olmus olsa 4 — 5 = —1 olur ki, abestir.

50c + 1 sureti bir aded-i ferdi irde ediyor; mahrecin de tek bir aded
olmas1 zaruridir. Ciinkii d adedi tamdir. Oyleyse, ¢ adedinin g¢ift
olmast icap eder. 3’ten 9 adedine kadar ¢ift adedler: 4,6,8
adedleridir. Simdi, bu ii¢ adedi tecriibe edelim.

¢ = 4 olduguna gore d = % kabule sayan degildir.
¢ = 6 olduguna gore d = 3;;11 kabule sayan degildir.

¢ = 8 olduguna gore d = % kabule sayan degildir.

0 c2d-1 _
10c+d

Bu da bize su miisavati verir:

20c+1
c2 -2
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Burada, ¢ vahidden a‘zamdir ve tek bir aded olmasi da la-buddiir.
Oyle ise, ¢ adedinin: 3,5, 7,9 adedlerinden birine miisavi olmasi
zaruridir.

¢ = 3 olduguna gore d = 67—1 sayan-1 kabul degildir.

¢ = 5 olduguna gore d = 12.;31 sayan-1 kabul degildir.

¢ = 7 olduguna gore d = % = 3 bu aded sayan-1 kabtldiir. Bu

halde (1) ile irde olunan miinasebetten u =170 =5 elde edilip

aded-i matlibun (735) oldugu tahakkuk etmis olur.

735 735 ;
7x3x5 105
¢ = 9 olduguna gore
_ 181
75

olup, bu da meseleye tevafuk etmeyen adedlerden biridir. Bu
takdirce, bu suale muvafik yalniz (735) adedidir.

105. Sual 2- Ug rakaml bir aded-i tAm bulunuz. Séyle ki: bu
adedin -miimkiin oldugu kadar- rakamlarindan ikiser ikiser terkip
edilerek, hustle gelen alti adedin mecmiu, adedin kendisine
miisavi olsun.

Sualin Halli:

Bulunmasi matlib adedi, (N) farz edelim ve bunun miat, aserat,
ahad mertebesinin rakamlarini — sirasiyla — ¢, d, u ile irde edelim.
N adedinin her iki rakamindan — miimkiin olabildigi kadar - terkip
edilerek viicuda gelen alt1 aded sunlardir:
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(10c + ad), (10c + u), (10d + ¢), (10d + u),
(10u + d), (10u + ¢)

Simdi sualin ifadesine gore su miisavat hustle gelir:

N=10c+d+10c+u+10d4+c+10d+u+10u+d + 10u
+cC

Bu da hallolundukta:
N=22(c+d+u) ..(1)
musavati tahaddis eder.

Su miisavattan anlagilir ki, (N) adedinin (11) adediyle kabil-i
taksim olmasi iktiza eder. Oyle ise, (11) ile kabiliyyet-i taksim
kavaidinden birine istinaden'® hustile gelen

u+c—-—d=0 (muaddil 11)
miteadilini ele alalim.

Imdi, u,c,d adedlerinden beheri mademki, 10 adedinden
asgardirlar; bu halde:

u+c—d=0veyall
olmak zaruridir.

Ciinkii u, c adedlerinden beheri 9 adedine ve d adedi de sifira
miisavi oldugu farz edilse bile

u+c—d=18
olur ki, (11)in iki misli olan 22 adedine vasil olamaz. Bu halde

u+c—d=11veya sifirdir.

16 11 ile kébiliyyet-i taksim kavaidinin pek ¢ok ve muhtelif olduklar1 yukarda
kabiliyyet-i taksim bahsinde ge¢mistir.
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Birinci faraziye yani:
u+c—d=11
faraziyesi sayan-1 kabil degildir. Cilinkii bu miisavattan
d=u+c—-11 ..(2)

miinasebeti tahaddiis edip (1) miisavatinda d yerine miisavisi ve N
yerine de, bunun miisavisi olan

(100c + 10d + u)

konup hall ve 1slah edilse,

u—4=2c
Bundan da:
2

miunasebeti elde edilir.

Lakin (1) miisavatinda, N adedinin ¢ift bir aded oldugu asikardir.
Bu hélde u adedinin:

4, 6, 8 kiymetlerine gore:
c=2,1,0 olup,

c+u=10,7,4 olur ki, (2) miisavatinda bu adedlerden hi¢biri
11°den tarh edilemez, yani tarh edilse tefazul menfi bir aded ¢ikar
ki muhalif-i hakikattir. Simdi,

u+c—d=0
faraziyesini ele alalim. Bundan:

u+c=d

241
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miunasebeti tahaddis eder.

Burada, yine yukardaki gibi hareket ederek, yani (1) miisavatinda
N ve d kemmiyyetlerinin miisavatlarin1 mahallerine vaz*‘ ile hall ve
1slah eyleyerek,

2c¢ = u,bundanda c = %bulunmus olur.

u yalnmiz su kiymetleri alabilir: 0, 2, 4, 6, 8
Bu halde ¢ de su adedlere miisavi olur: 0,1, 2, 3, 4
d de su adedlere miisavi olur: 0, 3,6,9,12

Velhasil, su son miinasebetler taharri olunursa, goriiliir ki aranilan
adedler, yalniz sunlardan ibarettir: 132,264, 396.

Planude Meseleleri

106. 1°. Sual 3: Cevreleri, yani doért dil‘lart mecmiu
yekdigerine miisavi iki mustatilin adla‘in1 bulmak matlibdur. Soyle
ki, bu dil‘lar hep a’dad-1 tdimmeye ve mustatillerin mesaha-i
sathiyyeleri beynindeki nispet, herhangi verilen yani malum olan
bir (q) aded-i timmina miisavi olacak?'”

29. Sual: Iki miitevazi’l-mustatilatin adla‘in1 bulmak matlabdur ki,
bunlarin adla‘t mecmtu a’dad-1 tdmme olarak yekdigerine ve
mesaha-i sathiyyeleri veyahut hacimleri beynindeki nispet verilen
bir aded-i tAmma miisavi olsun?

17 Planude bu iki mustatilin adla‘mm miitenaziran $yle bulmustur:
*-1 ¢-q¢4 q-1, ¢ -q
Lakin bu giizel hallin nasil bulundugunu séylememistir.
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Meselenin Siret-i Halli:

1°. Mustatilin birinin irtifAi ve kaidesini: x,y harfleriyle,
digerininkileri de: v, b ile gostermis olsak, ber-miicib-i mes’ele su:

x+y=v+b g (1)
y 4 Ub q

Yahut:

xy=q.vb ..(2)

muadelelerinin a’dad-1 tamme olarak hallerini bulmak iktiza eder.
(2)’nci miisavattan:

miinasebeti bulunur. Bundan da:
_ _wb
xX=qm, y= m
tahaddiis eder.
Bu miisavatlari (1)’de mahalline koruz:
vb
gm+—=v+b
m
olur.
% aded-i tam vermek icin
v=mn ..(3)

farz edersek,

8 Burada (gq) yine nisbet-i ma’limeyi yani malum olarak verilen adedi irde
ediyor.
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gqn+nb=mn+>b
olup bundan,

b(n—-1)
=— ..(4
m==— .4
istihsal olunur.
(m)’nin aded-i tdm olmasi igin

n=q+1

farz ederek (4)’te (3)’te ve daha yukariya dogru misaviler
mahalline vaz‘ edildikte:

m=bq, v=bqlg+1l), x=bqg’>, y=bg+1)
olur.
Simdi hiilasa edelim:

Birinci mustatilin bir dil‘1:
Diger dil‘1 da:

dir.
Ikinci mustatilin bir dil‘t:
b (ki aynen bunu malum farz ediyoruz)
Diger dil‘1 da:
v=>bq(qg+1)

dir.
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Bu hall kafidir. Yani meseleye muvafiktir. Ciinkii,
x+y=bqg*+bg+b

ve
b+v=>b+bqg*+bq

olup, ¢evrelerin yekdigerine miisdvi oldugu muhakkaktir.
Sahalarinin nispetlerine gelince:

xy bq®xb(qg+1)
vb  b2q(qg+1)

olup meseleye muvafiktir.

Lakin hususi olarak (Planude)’iin hallini bulmak i¢in soyle
yapmalidir:

b=q—-1
farz edilerek mahallerine konsa,
v=q(q*-1), b=q-1  x=q*(g-1),
y=q°-1
miinasebetleri elde edilir ki, bunlar da (Planude) hallinin aynidir.

29 iki miitevazi’l-mustatilattan birinin kaidesinin arz1 ile tdlii
miitenaziran x,y ve irtifar da: z ile, diger miitevazi’l-mustatilatin
kaidesi olan mustatilin de arz1 ile talu w, h ve irtifar da k ile ve
hacimleri beynindeki nispet de (q) ile gosterilse, ber-mucib-i
faraziye

x+y+z=w+h+k ..(1)

xyz
e =4 - (2)
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Yahut:
xyz = q.whk

muadeleleri tahaddiis eder. Bunlarin halli i¢in, sOylece hareket
etmelidir:

v, b, c,d dort aded-1 tammi % ifade-1 kesriyyesinde dyle tanzim

etmeli ki, bu ifade-i kesriyyenin kiymeti g adedine miisavi olsun.

Bu pek cok mubhtelif tarzda tertip olunabilirse de, biz burada bir
tanesini irde edecegiz:

X = vb, y=c, Z=dq}
w = vc, h=b, k=d ®3)

Bunlarin miisavilerini (1) rakamli muadelede yerlerine vaz* edelim
ve bunlar meyaninda, (c¢) adedini halledelim:

vb+c+qd =vc+b+d

. d@@—-1)
C—b+? (4)

olur.

Yukariki kemmiyyati hep a’dad-1 timme olarak aldik; simdi de u
kemmiyyeti bir aded-i tam farz edilerek, d = u(v — 1) miinasebeti
tasavvur olunarak (4) diisturunda yerlerine konursa,

c=b+u(g—1)

miinasebeti elde edilir ki, mesele a’dad-1 tamme olarak halledilmis
olur.

Simdi, bulmus oldugumuz diisturlar1 hiilasaten buraya yazalim:



X = vb, w=v[b+u(qg—1)]
y=b+u(q-—1), h =b,
z=qu(v—1), k=u(w-1)

Misal: Buldugumuz diisturla bir tatbik yapalim:

x=2%x5=10
w=2X68=136
y=54+7%x9 =68
h=5
z=10x7x1=70
k=7x1=7
Birincinin adld‘1t mecmiu = 10 + 68 + 70 = 148
Ikincinin adla‘t mecmiu = 136 + 5 + 7 = 148

Hacimleri beynindeki nispet:

xyz 10X 68x70
whk 136 X5x7

Tembih: Planude meseleleri namiyla ma‘ruf olan bu iki mesele,
muhtelif ve miiteaddit tarzlarda halledilebilirse de biz en basitini

der¢ etmekle iktifa ettik.

METIN

247
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Sual: Miika‘ablarimin rakamlar1 mecmuu, kendilerine miisavi olan
adedler hangileridir ve bunlar kag¢ tanedir?

Sualin Halli:

Aranilan adedlerden birini y ile irde edelim. Bu adedin de n kadar
rakami oldugunu farz eyleyelim. Bu takdirce,

10"t <y<10m
gayr-i miisavat tahaddiis eder.

Imdi, su gayr-i miisavattan anlasilir ki, y adedinin miika‘abx,
103"’ den asgardir. Bu halde, bu miikd‘abin rakamlar1 3n’den
azdir. Binaenaleyh, bu rakamlarin mecmtu 3n X 9 = 27n’den
asgardir. Yani y < 27n’dir.

Lakin yukarda, y = 10™""! miinasebeti mevcuttu, bununla son
gayr-i miisavati birlestirelim.

10" <y <27n
gayr-i miisavat tahaddiis eder.

Bu miinasebat muhakeme edilirse, goriiliir ki, n adedi 2 adedini
gecemez, ¢linkii eger n = 3 olsa, yukariki miinasebat

102 <y <81
olur ki, abestir.

Zira, y adedi 100 adedine miisavi veya ondan a‘zam, fakat 81
adedinden asgardir ki muhalif-i hakikattir. Bu halde, y adedi:
2 X 27 = 54 adedinden asgardir.

Bundan bagka, her miika‘abin 9m veya 9m + 1 sekillerinden
birinde bulundugu, her adi ilm-i1 a‘dad kitaplarinda ispat edilmistir.
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Bu takdirce, y adedi 54°ten asgar olup 9m veya 9m + 1 seklindeki
silsile-1 a‘dad meyanindadir. Bu adedler ise sunlardir:

9m — 1 seklindeki a‘dad: 1,8,17, 26, 35,44
9m seklindeki a‘dad: 9,18, 27, 36,45
9m + 1 seklindeki a‘dad: 10,19, 28,37, 46

Iste, bu adedler ayr1 ayr tecriibe edilirse, meseleye tevafuk eden
adedlerin sunlardan ibaret oldugu goriiliir: 1,17, 18, 26,27

Mesela bunlardan 8 adedini alalim. Bunun miika‘abi: 512°dir. Bu
adedin rakamlar1 mecmiu ise: 2+ 1+ 5 = 8’dir ki meseleye
muvafiktir. Sairleri de bdylece tecriibe olunarak meseleye tevafuk
eden adedlerin alt1 taneden ibaret oldugu goriiliir.

Sual: Iki aded bulmak matlibdur ki, bunlarin beynlerindeki fazl,
malum olan bir (p) aded-i aslisine miisavi olsun ve bu iki adedin
hasil-1 darblar1 murabba’-1 tim olsun?

Sualin Halli:

Bulunmasi matliib olan adedin kiigiigii d ile irde olunsa, blyiigi
(p + d) olur. Ber-mcib-i sual:

d(p +d) = m?
miinasebeti hasil olur.
Bu miisavatin her iki tarafi 4 adediyle darb edilse:
4d(p + d) = 4m?
olur.

Lakin bu miisavatin sol tarafi soylece de yazilabilir:
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4d(p +d) = (2d + p)? — p?
Bu halde,
4m? = (2d + p)? — p?
olup, bundan da:
p? =(2d+p)?—4m? = (2d +p + 2m)(2d + p — 2m)
istihrag olunur.

Lakin p adedi asli oldugundan p? adedinin yalmz p? ile 1’den
baska madriblar1 yoktur. Bu sebepten:

2d+p—-2m=1 wve 2d+p+2m=p?
Yahut:
2d +2m = p? —p, 2d—-2m=1-p

miinasebetleri elde edilir. Bunlardan da d ile m i¢in, su
miinasebetler istihsal olunur:

_1
e (pT)2 (D)

(2

Simdi, (p+d) adedini bulmak i¢in (1) ile irde olunan
miinasebetin her iki tarafina bir (p) ilavesiyle 1slah edilirse

-1 p+1

ifadeleri elde edilmis olur.
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Sual: Bir aded-i tam bulmak matlibdur. Soéyle ki, adedin
murabba’1 bir muka‘ab ile bir murabba’ mecmituna musavi olsun?
Yani,

x2=y?+2z8

muadele-i gayr-i muayyenesinin a’dad-1 tdmme {izere halli
matlibdur.

Sualin Halli:

Bu muadele sdylece de yazilabilir:

G+ —y)=2°

Imdi, iki madribdan ibaret bir hasil-1 darbin miika‘ab-1 tAm olmasi,
bu iki madribun beherinde dahil aymi madriblarin {sleri
mecmiunun, ya 3 adedine veya bunun herhangi bir misline miisavi
olmasma vabestedir; bu hélde, su asagidaki miisavat hakikate
mutabiktir:

x +y = dh?k3, x —y =d?hc3
Bunlardan su miinasebetler tevelliid eder:

_ dh(hk® + dc?) _ dh(hk® - dc?)

2 y 2 ) z = dhkc

X

Bu diisturlarin a’dad-1 tamme vermeleri i¢in, d, h adedlerinden, hig
olmazsa birinin ¢ift olarak alinmasi icap eder.

Bu muadele, su asagidaki vech ile de halledilebilir:
x+y)x—y)=27°
x+y=15, x—y =kS3, z=r1k

Bunlardan:

251
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_7‘3+k3 r3 —k3

X = > y = > z=rk

istihsal olunur. Burada da x,y gayr-i muayyenlerinin a’dad-1
tamme ahz eylemeleri i¢in, r ve k adedleri bir cinsten olmalidir.
Yani ya ikisi de zevc veya her ikisi de ferd olmalidir.

koksk

Sual: Defaten hem murabba’l hem de miisellesi adedleri bulmak
matlibdur?

Ihtar: Meselenin halline baslamazdan evvel surasini beyan edelim
ki, aded-i miisellesi, iki aded-i miitedkibin hasil-1 darbinin nisfidir.
Bunlarin en basit sekilleri sunlardir:

n.(n+1)
2

Lakin bazi mesailin siihtletle halleri i¢in bunlardan bagka tiirli
sekillerde de aded-i1 miisellesiler almabilirler. El verir ki, sekil,
daima iki aded-i1 miiteakip hasil-1 darbinin nisfin1 géstermis olsun.
Mesela, icabinda:

ndm3+1) 2n’(n? +1)
— veyahut —

sekilleri de a‘dad-1 miisellesiyenin sekilleri diye alinabilirler.
Gelelim, simdi, meselenin halline:

Meselenin kolaylikla halli i¢in su:

2n’(n? +1)

5 =n2(2n%+1)

seklini intihap etmek miinasiptir. Oyle ise, ber-m{icib-i mes’ele:

n?(2n? +1) = y?
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muddelesinin halli matlibdur. y? miisavisi olan
n?2(2n?+1) ..(k)

ifadesinde birinci n? haddi murabba’-1 tamdir. Bu halde,
2n2+1=2% ..(q

almak kafidir.

Evvel-emirde su:

2n? +1 = z?2

seklini alalim. Bu muadele sdylece de yazilabilir:

z2-2n*=1 ..(h)

Bu sekildeki muadeleye (Pell muadelesi) derler ki, hesab-1 a’lada
bliyiik rol oynar.

Bu muadeleyi (Gauss)’un (Forme)leri ile halledecegiz ki o da
sOyledir:

n? kemmiyyetinin emsali olan 2 adedine en yakin murabba’ 1’dir.
Bu halde sekil sudur:

a1 -1

Simdi bu sekli, kendinin ayni1 zuhur edinceye kadar, usul-i
ma’limesi lizere ylriitelim:

a1 -1 (-1 1 1) (11 -1

Bu sekiller, kavaid-i ma’limesi tizere halledildikte:

G ) -@
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ibdali viicuda gelir. Bu halde, ibdaldeki adedler caprazlama alindigi
takdirde

-1-5

kiymetleri zuhur eder ki, bunlar, (h) muadelesine tevafuk eden
adedlerdir. Ciinki,

(-3)2-2x(-2)?%=1
olur.

Muadelemizin kuvvetleri zevc oldugundan, bu adedler miisbet
olarak da alinabilir.

32-2x2%2=1 ..(9)
Bu muadele sdylece de yazilabilir:
32-2.22=(3+2v2)(3-2v2) =1

Bundan:

(3+ 2\/5)2 =1 yahut
(3-2v2) =1

olup birinciden
94+ 12V2+8=17+12V2=1

ikinciden de
9—-12V2+8=17-12V2=1

olup bunlar yekdigeriyle darb edilse:
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172 —2x 122 =1
olup

it

kiymetleri de ayrica bulunmus olur. (h) muadele-i gayr-i
muayyenesinin sair cezrleri de su silsile-i ric‘iyye ile bulunur:

Th41 =61, — Ty ...(M)

Burada (T), (hadd)i ima eder. (6) ise, (q) ibdalinde ¢aprazlama
alian

—1-5=—6

(6) mecmiudur. Simdi, yukardaki buldugumuz 2z ile n
kemmiyyetlerinin ikiser cezrlerini yazip, digerlerini de (m)
silsilesine tatbiken tayin edelim:

z=3,17
n=212
z = kemmiyyetinin lUglinci haddi = 6.17 — 3 = 99
n = kemmiyyetinin Uglinci haddi = 6.12 — 2 =70
z = kemmiyyetinin dordinci haddi = 6.99 — 17 = 577
n = kemmiyyetinin dordinci haddi = 6.70 — 12 = 408

Bu minval {izere devam olunarak z ve n icin su layik kiymetler
bulunmus olur:

z=3,17,99,577 ...

n=2,12,70,408 ...
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Simdi, (n)’nin yukariki kiymetleri tayin edildikten sonra, (k)
ifadesinde bu kiymetler birer birer n mahalline vaz* edilirse, su:

36,41616,48024900, ...ilh

adedleri bulunur ki, bunlar hem murabba’i hem de miisellesi olan
adedlerdir. Bu adedler arasinda daha bu cins adedler mevcuttur.

Bunlar da (k) ifadesinde (—) isaretini alarak husile gelen
2n? — 1 =y?
muadelesini hallederek elde edilirler.

Ihtar: Biz burada, kariin-i kirimin a‘dad-1 miisellesiyyenin baslica
havassina vakif olduklarimi farz ediyoruz. Bunun i¢in, bir aded-i
miisellesinin kaidesinin nasil istihra¢ edildiginden bahsetmiyoruz.

Pek basit ve adi bir usul ile de defaten murabba’l ve misellesi

adedler bulunabilir. Iste soyle:

Birinci Hatt-1 Saktl | ikinci Hatt-1 Sakdl

1 1
3 2
7 5

17 12

41 29

99 70

239 169

577 408

1393 935
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Bu cetvelin, iyice nazar-1 dikkatten gegcirilirse stret-i tertibi gerci
kolaylikla anlagilirsa da biraz tarif etmeyi miinasip addeyledik:

Evvelce, iki vahid bir hatt-1 ufki tlizerine yazilir. Sonra bu vahidler
cem’ edilir:

1+1=2

Bu aded ikinci sakuldeki vahidin altina yazilir. Bundan sonra ikinci
sakulden

1+2=3
bulunur, birinci sakule yazilir. Sonra,
3+2=5ve54+2=7ve ..ilh

Bu minval iizere devam edilerek cedvel-i mezkir tertip edilmis
olur. Bir cetvel bu minval iizere devam olunarak na-miitenahi bir
surette tertip olunabilir.

Bu cetvelden, matlib olan adedleri, yani defaten hem murabba’i
hem de miisellesi adedleri bulmak i¢in sOylece hareket etmelidir:

.. 2X2=4
2 ve 3 icin 3><3=9} 4x9
= 36 hem murabbal hem de miisellesi
.. 5x5=25
5ve 7 icin 7><7=49} 25 x 49
= 1225 hem murabbal hem de miusellesi
.. 12x12 =144
12ve 17 igin > 2~ 289} 144 x 289

= 16416 hem murabbal hem de miisellesi

..ilh
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Iste bu adedler tetkik edilse bunlarin hem murabba’i hem de
miisellesi olduklar1 goriiliir. Murabba’l olduklar1 meydandadir.
Ciinkii bunlar, iki murabba’ hasil-1 darbindan ibarettir. Miisellesi
olduklarin1 denemek i¢in ya 8 ile darb ederk hasil-1 darba vahid
zam olunarak mecmiun murabba’-1 tdm oldugunu anlamali
veyahut 2 ile darb ederek, hasil-1 darbin cezr-i murabba’1 alinmali;
eger hasil-1 cezr ile baki yekdigerinin ayni ise, adedin miisellesi
olduguna kanaat hasil olur. Bunun ispat1 ise soyledir:

—n(n;l) ifadesi a‘dad-1 miisellesiyyenin sekl-i umtmisidir.

Bunu 8 ile darb edip vahid de zam edecek olsak,
4n? +4n+1

ifadesi hasil olur ki, bunun da (2n + 1)? murabba’-1 timmindan
ibaret oldugu goriiliir.

Yahut yukariki sekli 2 ile darb edip cezr-i murabba’ini alalim:

(n? + n) bunun cezr-i murabba’1 n’dir. Baki de yine n’dir. Oyle
ise bir aded 2 ile darb edilip de cezr-i murabba’1 alinirsa hasil-1
cezr ile baki, yekdigerinin ayni ise bu aded miisellesidir.

Sual: Iki aded-i tAm bulmak matlibdur ki, bu iki adedin mecmiu,
hasil-1 darbina miisavi olsun?

Sualin Halli:
O iki adedi b ve c ile gosterelim:
Ber-miicib-i sual:

b+c=b.c
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musavati hasil olur. Bundan:

olur.

Lakin b adedinin tam olmasi matlib oldugundan i kesrinin bir

aded-i tam vermesi sarttir. Bu ise ancak
c—1=1
miinasebetiyle mesruttur. Bu sebepten:
b=2 ve c=2

olur ki, yalniz 2 adedi bu suale muvafiktir.

Sual: n kadar haddi olan bir silsile-i a‘dad-1 tabiiyyenin her iki
haddi hasil-1 darblarinin di‘flart mecmtunu bulmak matlabdur?

Malumdur ki, n kadar silsile-i a‘dad-1 tabiiyye su silsiledir:
1,2,3,4,..,n
Bunlarin ikiser ikiser hasil-1 darblarinin di‘flart mecmiu da:

21x2)+2(1x3)+2(1x4)+-+2(1 xn)+2(2x3)
+22%x4)+22%x5)+--+22n) + -
+2(n—1)xn

dir.
Sualin Suret-i Halli:
Bu mecmiu (S) ile gosterelim.

Ve evvel-emirde su miisavati nazar-1 dikkate alalim:
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(1+2+3+-+n)?
=12+224+32++n?2+2(1x2)+2(1x3)
+2(1x4)+--+22xn)+2(2x%x3)
+22%x4)+2@2%x5) +--+202n) + -
+2(n—1)n

Bundan su miisavat elde edilir:
S=Q+24+3+-+n)?—-(1%+22+3%+--+n?
Lakin,

nn+1)

14243+ +n=——

Ve

nn+1)2n+1
124224324 -4 n? = ( )6( )

dir. Bu sebepten:

. n’(n+1)? nn+1)2n+1)
-4 6

olup bundan da:

P n(n+ 1)(3n?2 —n—2)
- 12

olur ki, iste bu diistur vasitasiyla (§) mecmiu hesab edilir.

Misal: n adedini 5 farz etmis olsak, 1, 2, 3,4, 5 silsilesinin her iki
haddi hasil-1 darbinin di‘fi mecmiu sudur:

2(1x2)+2(1x3)+2(1x4)+2(1x5)+2(2x%x3)
+2(2%x4)+2(2%x5)+2(3%x4)+2(3x%x5)
+2(4 x5) =170
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Diistura da tatbik edersek:

5><6><68_170
12 B

Ayni adedi bulmus oluruz.

Sual: Bir miisellesin re’sleri ile dil‘lar1 tizerine, (1)’inci sekilde
gosterildigi iizere, ilk dokuz aded-i tammu bir vech ile vaz® ve tertip
etmek matlibdur ki, beher dil‘1 {izerine mevzu dort aded-i tammin
murabba’lar1t mecmuiu, sabit bir miktara yani yekdigerine miisavi
olsun.

Meselenin Halli:

Bir miisellesin ¢evresi iizerine mevzu ve yukariki sartlara tevafuk
eden (1)’den (9) adedine kadar (9 da dahil) a‘dad-1 tammeyi:
q,b,a,c,u,d,r, x, h harfleriyle irde edersek, ber-micib-i mes’ele,
su miinasebat husile gelir:

Q> +b*+al+c?=ct+ul+d*+r?=r2+x%+h?+ q¢*

Yahut mechul olan mecmiu-1 sabiti (S) ile gostermis olsak:
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q2+b2+a2+C2=S
c2+ut+d*+r2=5; (1)
r’+x*+h*+q*=S

miinasebetleri tahaddiis eder.
Bu ii¢ miisavati taraf tarafa cem* etsek:
> +r2+c2(@?+b*+a*+ct+ut+d +r2+x%+h?)
=35
miinasebetleri elde edilir.

Imdi, parantez dahilindeki mecmi’ sirasina riayet olunmayan
(1)’den 9 tane a‘dad-1 tdmmenin murabba’lari mecmiiuna
miisavidir. Diistur-1 mahstisuna tatbiken:

9.(9+1).29+1) _

124224324492 = g

285

oldugundan:
q* +c?+r? =35—-285=3(5S—95)
olur.

Bundan istinta¢ olunur ki, miisellesin ii¢ re’sine mevzi’ ii¢ adedin
murabba’larit mecmiu 3 adediyle kabil-i taksimdir. Binaenaleyh,
bu murabba’larin su: misl 3,misl3+ 1 seklinde olmalan
lazzimdir. Oyle ise, q,c, 7 adedleri iizerine yalmz su ii¢ faraziye
ylriitiilebilir:

q=23, c =6, r=9

q=1, c =4, r=7: (2)

q=2, c=25, r=28

Birinci faraziye sayan-1 kabtl degildir. Cilinkii bundan su
miinasebet hustle gelir:
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q*> +c?+r?2 =126 = 3(S —95)
Bundan:
S =137
elde edilir.
(1) rakaml1 miinasebatin birincisine bunu tatbik edecek olursak:
b2+ a?=5—-(q*+c?) =92

olur. Yahut bu miisavat sdylece de yazilabilir:

(b+ a)? =92+ 2ba
Yahut,

(b+a)=0 (muaddil 2)

olur.

Bundan anlagilir ki, (a + b) mecmiu cifttir. Bu halde b ile a
adedleri bir cinsten, yani ya her ikisi de ¢ift veya her ikisi de tektir.
Imdi, 2,4, 8 a‘dad-1 zevciyyesi miimkiin olabilen her tarzda terkip
edilse, her ikisinin murabba’lar1 mecmiu 92 adedine miisavi
olamaz.

Kezalik, 1,5, 7 a‘dad-1 ferdiyyesi hakkinda ayn1 muamele yapilmis
olsa, bunlardan da her ikisinin murabba’lari mecmlunun 92
adedine miisavi olmadigi tahakkuk etmis olur.

(2) rakamli miinasebatin ikinci faraziyesini alsak, bunun sayan-1
red oldugunu goriiriiz. Zira,

q> +c?2+1r?2 =66 =3(5—95)

olup, bundan,
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S =117
olur.

Bunu (1) rakamli miinasebatin birincisine tatbik edelim:

b2+ a?=5-(q%+c?) =100

Yahut
(b + a)? = 100 + 2ba
Veyahut
(b+a)> =0 (muaddil 2)
olur.

Burada da b ile a adedlerinin bir cinsten olduklar1 tebeyyiin eder.
Gergi, 3,5,7,9 a‘dad-1 ferdiyye i¢inden iki tanesinin murabba’lari
mecmiu 100 adedine miisavi degilse de, 2, 6,8 a‘dad-1 zevciyye
meyaninda, 8 ile 6 adedlerinin murabba’lart mecmau:

64 + 36 = 100
ettiginden,
b* +a* = 8% + 6°

olup, bundan,

yahut,

olarak alinabilir.

Lakin (1) rakamli miinasebatin ikincisine bu aded tatbik olunursa,



c2+ut+d?+1r? =52

Yahut

Y +ur+d*+7% =117
Yahut

u?+d? =117 — 65 =52
olur. Lakin,

u? +d* =4 + 6

olup bundan

Yahut,

u==~0, d=4

olur ki, burada u veya d adedlerinden birinin 4 adedine miisavi
olmasi icap eder ki, (2) rakamli faraziyatin ikinci faraziyesinde
¢ = 4 oldugundan bu faraziyenin de sdyan-1 red oldugu tahakkuk

etmis olur.

Simdi, (2) rakamli miinasebatin {igiincii faraziyesi kaldi; onu da

alalim:
q=2 c=5 r=8
Bundan:
g% + ¢+ 12 =93 =3(5 - 95)
Yahut

g2 + c? +12 =93 = 35 — 285

METIN
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olup bundan da
S =126
bulunur.
Bunu (1) rakamli miinasebatin birincisine tatbik edelim:
b2 +a*=S5S—-(q*>+c?) =126—-29 =97

olup, bu 97 adedi, hem asli hem de 4n + 1 seklinde oldugundan iki
murabba’ mecmiiuna miisavidir. Yani:

b? +a* = 9 + 4%
dir.
Simdi, (1) rakamli miinasebatin 2’ nci miisavatindan:

cc+ul+d*+r?=25+u*+d*+64=126
Yahut
u? +d? =126 —89 = 37

olup, bundan

u? +d* =6°+12

Yahut

Veyahut

olur. (1) rakamlinin iiglincli miisavatindan da:

r?+x*+h*+q* =126
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Yahut
64 +x%+h*+4 =126
Yahut
x?+h?=126—-68 =58
Bundan da:
x* +h? =7%+3?
Yahut

Simdi, yukardan beri bulmus oldugumuz miisavatlardan hiilasa
ederek liizumlu olanlar1 alalim:

b? + a* =97 = 92 + 42
u?+d?*=37=1*+6* (@
x*+h?=58=7%+37
(2) rakamli miinasebatin 3’lnci faraziyesiyle su (q)
miinasebatindan sunlar elde edilir:

q=2, c =25, r=28, b=09, a=4, u=1,
d=6, x =17, h=3

Bulmus oldugumuz su miinasebati miisellese tatbik edecek olursak
sekilde goriilen manzume viicuda gelmis olur ki, meselemize
tamamen muvafiktir.
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Ciinki,
52+124+6>+8°=8"+72+324+22=22+9%+4% + 5% = 126
dur.

Tembih: Dikkat edilirse bu miiselleste soyle bir hassa daha tezahiir
eder. Sudur: Dil‘lara mevzu adedler mecmiu da sabittir: 20
adedine miisavidir:

5414+6+8=8+7+3+2=2+9+4+5=20
Sunu da ihtar edelim ki, (q) miinasebatinda
a=4, b=09, d =6, u=1 ..ilh

alindig1 gibi bunlar ayni1 dil* {izeinde bulunduklarindan miibadele
edilerek soylece de:

a=29, b =14, d=1, u==6 ..ilh

alinabilir.

Mesele: Miisbet n aded-i timmi miistakil olmak, yani istenilen
aded-i tammu irde etmek sartiyla atideki miiteadilin halli ve buna
dair misaller ibraz edilmesi miimkiin miidiir?

a®mtB 4 pa'ntpr o ca'n+pr 4 ga'ntp’" = (muaddil p)
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Burada a, b, c,d,p adedleri muhtelif a‘dad-1 asliyyeden olup (p)
adedi hepsinden a‘zamdir. (a) adedleri miisbettir ve higbiri de sifir
degildir. () adedleri ise a‘dad-1 taimmeden olup, miisbet, ya menfi
veyahut da sifir olabilirler. Simdi bu miiteadili ikiser ikiser teadiil
etmemek sartiyla halletmek matliibdur, yani su:

nr n

aan+[3 + ba’n+ﬁl =0 ve Ca”n+[;’/l + d* n+p

=0 (muaddil p)
tarzda ikiye bolinmemek sarttir.
Hall-i Mes’ele:

Bulunmasi1 matliib olan adedlerin bir tanesi ic¢in verilecek usul ve
kaide hepsi i¢in de aynidir. Bunun i¢in biz, burada yalniz bir tanesi
icin lazzim olan kaideyi verecek, meselenin hallini hiilasaten
yazacagiz:

Evvel-emirde asli ve diger adedlerden a‘zam olmasi iktiza eden
adedi tayin edelim. Mesela, o aded (41) olsun. Simdi bu (41)
adedi (muaddil — modiil) olarak alinirsa, diger adedler bundan
kiiciik ve asli olarak alinmalidir. Mesela birinci a adedi 2 olsun;
bunu soylece:

20m*E = (20m,28)  ..(k)
tarzinda yazabiliriz.

Simdi modiil (41) olduguna gore, herhangi bir aded-i asli ve
mesela 2 aslisi, bu (41) adedinden véhid noksani, yani 41 — 1 =
40 adedinin kasimlar1 olan: 2,4,5,8,10, 20,40 kuvvetlerine ref*
edilirse, bunlarin behemehal birinde (1) bakiyesini verir. Bu halde:

29 =1

olunca,
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R¥=1D"=1 (muaddil 41)
olur. Iste n adedinin istiklaliyeti bundan ileri geliyor.

Burada, yani hangi kuvvet vahidi hustle getiriyorsa, orada (n)’nin
kiymeti tezahiir eder. Bundan sonra, b,d,c adedleri igin
modiil 41°den kiiciik asli adedler intihap olunur. Farz edelim ki
onlar da mutenaziran: 3,7, 11 adedleri olsun.

Bu halde sorulan miiteadil su hale girmis olur:

nr n

2an+ﬁ + 3aln+ﬁ’ + 7a"n+ﬁ” + 11¢ n+p =0 (modul 41)

Simdi, burada n miistakil oldugundan onu gegelim, yalniz burada:
(a)’larm (B)’larin kiymetlerini bulacagiz, yukariki miiteadil su
sekle de girebilir:

(29" 2F + (3938 + (79 7B + (119" 11F"
=0 (modul4l) ..(H)

Simdi, 2%,3%,7%",11%"" kuvvetlerinde, bunlar1 vahide miisavi
kilacak olan a,a’,a”,a’’ islerinin kiymetlerini tayin edelim.
Bunlardan yalniz bir tanesi hakkinda muamele yapacagiz. Digerleri
de ayni1 usule tabidir. Bir kere (muaddil — modiil 41)’in, kolaylik
elde etmek i¢in, (9) adedine kadar misillerini sOylece yazalim:

Modiiliin su misilleri hizasina da (2)’nin kuvvetlerini — modiili
gectikce, modiilden asagi indirilecek muamele yaparak — yazalim:

1-41
2 —82
3—123
4—164

5—-205
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6 — 246
7 — 287
8 —328
9 — 369
1° 2
20 4
398
4% 16
59 32
6° 23
([
8° 10
9% 20
10° 40 = -1
11° 39
120 37
13° 33
14° 25
15° 95
16° 18
17° 36
18° 31
19° 21
200 1
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Burada goriiliiyor ki, (2)’nin 20°nci kuvveti (1) vahide miisavidir.

Oyle ise,

(229 =1
olup

(229" =1
olur.

Iste, 3%,7%",11%" kuvvetleri hakkinda da ayn1 muamele icra

edilirse su netaic elde edilir:

a=2 a=20=1
b=3 a=8=1
c=7 a’'=40=1
d=11 a"=40=1

Eger, yukariki (H) miiteadiline dikkatle nazar olunursa goriiliir ki,
hesab edilecek yalniz 28,387 78" 118" kuvvetleri kalmstir.

Ciinkii bunlara madriib olan kuvvetler vahide miisavi oldugundan
darbda tesirleri yoktur.

Oyle ise biz su: 28 3B 7B 11P"" Kkuvvetlerini hesab edip
bunlardan asil miiteadili hustile getirecek adedleri intihap edelim.
Iste ben su neticeye vasil oldum. Fakat bu gayr-i muayyen
oldugundan daha pek ¢ok haller bulunabilir:

26 =219 =21
3f=32=9

7" =72=8
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11" =115=3

41

Goriiliiyor ki, bunlardan ikiser ikiser alinarak bir miiteadil teskili de
gayr-i miimkiindiir. Bu sebepten matlib olan mesele halledilmistir.
Bu takdirce asil miiteadil, yukariki halle gore su sekle girmistir:

220n+19 4 38n+2 4 740n+2 4 1140n+5 = (muaddll 41)

Hamis: Bu sual, (1897) senesinde Boutin imzasiyla, Paris’te intisar
eden mahi (L’Intermédiaire des Mathématiciens) riyazi
mecmuasina der¢ edilmisti. Dokuz sene kimse tarafindan halli
goriilemediginden 1906 senesinde yine o risalede tekrar tab* edildi.
Yine kimse halline muvaffak olamadi. Nihayet 1908 senesinde
benim nazar-1 dikkatimi celbetti. Ugrasmaya basladim; nihayet o
senenin yani 1908 senesinin, nesredilen onuncu niishasinda:
(Mehmet Nadir) imzasiyla halli goriildii.

Pell Muéadele-i Meshiiresinin Siiret-i Umtimiyyede Halli

Erbabi bilir ki, (Pell) meselesinin gayesi, su asagidaki muadeleyi
a’dad-1 tamme tlizere halletmektir:

2x2 = y? 4 72
Halbuki, bu muadeleyi, hususi olarak havi olan muadele, sudur:
nx?=vy,2+y,2+y32+ - +y,%2...(1)

Burada goriiliiyor ki, n adedi, sag taraftaki haddlerin emsalleri
mecmiuna miisavidir. Bunu nazar-1 dikkate alarak su ayniyet
yazilabilir:
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(=2 + (x = y2)? + 0+ (x = y)?
=nx? + Yy,%2 — 2xYy; .. (2)

(1) muadelesi:
nx? = Yy;?
demek oldugundan (2)’de mahalline vaz* ile:
Y(x— yl)z = nx? + nx — 2xYy; = 2nx? = 2xYy; .. (3)
olur.
Bu ayniyet 1slah edildikte su:
Y(x— yl)z = 2x(nx — Yy1),
olup bundan:

Yx—y)iE2x[(x—y)+ x—y) + -+ (x—y)] .. (4)

olur.
X =y =kq, X—=y2 =ky, X —y3=ks,
X = Yn = kn
Yahut
X—ki=y1, X—ky =y,, x—ks=y3,

x—k,=y, ..(5
olur. Bunlar (4) rakamli muadelede mahallerine konsa:
ki? 4 ky® 4+ ka® 4 ky® = 2x(ky + gy + ks o+ k)
Burada evvel-emirde su:

k1+k2+k3+kn=d
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halledilir. Bunun vasitasiyla x gayr-i muayyeni bulunur. (x)’in
kiymeti bulunduktan sonra, (5)’de gosterilen miinasebetler nazar-1
dikkate alinarak

Y1, Y2, Yn
gayr-i muayyenleri de istihra¢ edilmis olur.

Bu meseleyi daha umumi bir surette halletmek icin su asagidaki
muadeleyi halletmek icap eder:

nx? = byy12 + byy,? + byys? + -+ byy,? ... (6)
Burada:
n=by+b, +b3+--+b,
dir.
(6) muadelesi su ayniyete tahvil olunabilir:

bi(x —¥1)? 4+ by(x — y3)% + -+ + by (x — y)?
= x2Yb; — 2x¥b1y; + Yhiyy’

Burada
x2¥by = ¥biy,”
oldugundan, mahalline vaz* ile:
Xbi(x — 3’1)2 = 2x22b1 — 2xYb1yy
olur. Bundan:

by (x — y1)* = 2x[x(by + by + -+ 4 by) — (byy1 + byy, + -+
+ bpyn)]

olur.
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Burada da yukarda yaptigimiz gibi yapalim, yani soyle:

X=Y1 =Y, X—=Y2=7Yz
X—=Y3=V3-- X—Yn=Vn (@)

Bu halde:

Zb1)/12 = 2xYb1y4
olur.
Bunu bi’l-inkisaf yazalim:

biyi” +boya” + - buyn® = 2x(byyy + byyy + -+ by
Iste (Pell) muadelesinin en umumi tarzi bdylece halledilmis oluyor.
Birka¢ mesele ile fikirleri tenvir edelim:
7x% = 5y2 + 322 — k?

muadelesi bir (Pell) muadelesidir. Zira,

7=5+3-1=7
dir.

Iste burada goriiliiyor ki, birinci meghuliin emsali olan 7 adedi,
diger mechullerin emsalleri mecm’-1 cebrisine miisavidir.

Bunun halli séylecedir:
2x(5y1 +3y2 —¥3) = 571 + 372" + 32 .. (B)
Sp1+3y2—v3 =1

muadelesini halledelim. Bunun i¢in burada (y)’lardan birine
miinasip bir kiymet verelim:

Ve mesela



Yz =3

olsun, bu hilde muadele
S5y, + 3y, =4
olur. Bundan,
57, =4 (modiil 3)
Veyahut
2y,+=4 (muaddil 3)

Veyahut

Y1 =2

olup yukariki muadelede mahalline vaz* ile:

10+ 3y, =4
Yahut
3y, = —6
Yahut
Y2 =2
olmus olur.

(v)’larin buldugumuz bu miisavileri (h) muadelesinde mahallerine

konsa, su muadele elde edilir.

2x = 5(2)% + 3(-2)2 — 32 =23

Bundan,

olur.

METIN
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(g) miinasebatin1 nazar-1 dikkate alarak:

31
Y=o e T
B 2
=TTy
LB
2 27

olmus olur.

Lakin bu kesirlerin hepsinin mahrecleri yekdigerine miisavi
oldugundan bunlardan sarf-1 nazar edilebilip muadelenin a’dad-1
tamme olarak halli su olmus olur.

x = 23,
y =19,
z =127,
k=17,

Sual.- Dort rakamli bir aded var. Murabba’-1 timdir. Ilk iki
rakamlar1 birbirine miisavi oldugu gibi, son iki rakami da yine
yekdigerinin aynidir. Bu adedi bulunuz.

Bu adedi y ile gosterelim ve her iki rakamlarini da: m, u ile irae
edelim. Bu halde,

y =1000m + 100m + 10u + v,
miisavati hasil olur. Bu miisavat su hale irca edilir:

y =1100m + 11u = 11(100m + w) ... (¥)



METIN

Lakin y adedini murabba’ farz etmistik. Bu halde,
11(100m + u)
ifadesinde parantez i¢inde bulunan ve 11 adedi asli oldugundan
(100m + u)

mecmuunun 11 adedinin misli olmasi zariridir.

Bu takdirce
100m+u=0 modil 11
Yahut
m+u=0 (11)
olur.

Imdi m ile u adedleri 10 adedinden kiiciik olduklarindan,
m+u=11
olur.
Bundan:
u=11-m
olup (y) miinasebetinde mahalline vaz‘ olundukta:
y=11(99m + 11)
Yahut:
y=112(9m + 1)

olur.
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Simdi, burada: (9m + 1) ifadesinin murabba’-1 tim olmas1 zaruri
oldugundan, bu mecmiun ahad hanesi yalmz, 1,4,5,6,9
adedlerinden biri olmasi sarttir. Oyleyse 9m hasil-1 darbinin
0, 3,4, 5, 8 adedlerinden biri ile miintehi olmazi lazimdir.

Bundan istinta¢ olunur ki, m i¢in yalniz sayan-1 kabil olan adedler
sunlardir: 2,5, 6, 7.

Bunlar1 birer birer tecriibe edelim:
m=2i¢cin, 9m+1=19 bumurabba’-1tam degildir
m=>5i¢cin, 9m+ 1 =46 bu murabba’-1tdm degildir
m=6i¢cin, 9m+ 1 =055 bumurabba’-1tam degildir
Nihayet,
m = 7 olduguna gore

I9m+ 1 =64 = 82

olup bu kiymet kabule sayandir. Oyleyse:

olup aranilan adedin:
7744 = 882

oldugu tahkik etmis olur.

Sual.- Ispat etmek matlibdur ki, iki adedin murabba’lar
mecmiunun, diger iki adedin murabba’lart mecmtiu ile hasil-1
darbir yine iki adedin murabba’lari mecmiiuna miisavidir. Faz
edelim ki
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(m? +p?) , (b?+c?)
iki murabba’lar mecmiunu gostermis olsun. Ber-miicib-i sual:
(b? + ¢?) (m? + p?) = b?m? + b?p? + c¢*m? + ¢?p?
olur. Bu miisavatin sol tarafina:

2bcmp hasili zam ve ondan tarh olunsa — ki sifir demektir - su
olur:

(b? + c?) (m* + p?)
= b?m? + b%p? + 2bcmp + c¢*m? + ¢?p?
— 2bcmp = (bm + ¢p)? + (cm — bp)?.

Yahut bu ifade soylece de yazilabilir:

(bm — cp)? + (cm + bp)? = (b? + ¢?)(m? + p?).
Bunlarin her ikisini bir ifadeye rabt edelim:

(bm + cp)? + (em F bp)? = (b? + c?)(m? + p?)

Tembih.- Bu pek meshur olan ayniyet, (Léonard de Pise)’nun
(Murabba’lar Kitab1)’nda miinderigtir.

Sual.- Her tek adedin murabba’i, iki aded-i miitedkib mecmiiuna
miisavidir ki, bu adedlerden biiyiigli iki murabba’ mecmiiuna
miisavidir. Her tek aded (2p + 1) sekline irca olunabilir. Bu halde:

Cp+1)?=4p*+4p+1=2p*+2p)+ 2p*>+2p+ 1)
olur.
Goriiliiyor ki,
2p? +2p+1) ve (2p? + 2p)

adedleri iki aded-1 muteakibdir.
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Bundan baska, bu iki adedlerden biiyiigii olan 2p? + 2p + 1 adedi
sOylece de yazilabilir:

p>+p*+2p+1
Bundan:
p*+ (p —1)*

olup aded-i a‘zamin bdylece iki murabba’-1 mecmiu sekline
kondugu tahakkuk etmis olur.

koksk

Tembih.- Asagidaki meselelerde, silsile-i adediyyelerin hadd-i
evvelleri (x) ve fazl-1 miisterekleri () farz edilecektir.

Sual.- Miisbet olmak sartiyla dokuz aded-i tam bulmak matlibdur
ki, bunlar bir silsile-1 adediye teskil etsin ve bu silsilenin
haddlerinin murabba’lart mecmau bir murabba’-1 tdm olsun?

Ber-micib-i sudl soyle bir silsilenin haddlerinin murabba’lari
mecmiu aranacak:

2+ (x+r)2+(x+2r2+-+ (x+8r)? ..(a)

Bedihidir ki burada (x)’lerin murabba’lart mecmiu: 9x2’den
ibarettir. Birinci hadden baska hadd-i evvellerin hadd-i sanilere
hasil-1 darblarinin 2 misli alinacagindan,

2rx +4rx + 6rx + - . +167x
Yahut:
2rx(1+2+4+3+--+8)

dir. Parantez i¢indeki ifade bir silsile-1 adediyyedir. Silsile mecmiiu
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1+8)x8
z%z%

olup kurulacak muadelenin ikinci haddi:
2rx X 36 = 72rx
olur.

Muadelenin ti¢lincli haddine gelince: Bu da (a) silsilesinin ikinci
haddinden itibaren hadd-i1 sanilerin murabba’lari mecmuundan
ibarettir. Yani:

1%+ 412 4+ 9r% + - + 647
olup bu da:
r2(1+4+9+ -+ 64)

tiir ki, parantez i¢indeki ifade silsile-i a‘dad-1 tabiiyyenin 8 haddi
murabba’lart mecmiiundan ibarettir. O da su murabba’lar diisturuna
tatbiken:

nn+1)2n+1) 8x9x17
6 L 6 B

olup muadelenin ii¢iincii haddini de (20472) teskil etmis olur.

Simdi, tesekkiil edecek muadelenin bulmus oldugumuz haddlerini
toplayip bir yere yazalim:

9x? + 72rx + 20412

Bunun bir murabba’-1 tdma miisavi olmasi sart kosulmus idi.
Muadeleyi basit bir hale getirmek i¢cin o murabba’1 su sekilde:

(3k)? = 9k?

farz edelim. Bu halde:
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9x? + 72rx + 204r? = 9k?

olup bu muéadelenin sag tarafindaki {i¢iincli haddinden maada sair
haddlerin kaffesi 9 adediyle kabil-i taksimdir. Bu {i¢iincii haddin
emsali de 9 ile kabil-i taksim olmak i¢in r = 37" farz ederek
mahalline vaz* ve 1slah edildikte:

x2 4+ 247r'x + 2004r"> — k2 =0...(h)
olur.
Bu muadele de usulii vech ile halledildikte:
x = —12r" +/—60r2 + k2 ... (q)

olup meczlrun bir murabba’-1 tdm olmasi iktiza ettiginden:

k? —60r'"? = y?
farz edilir ve bu da soyle yazilabilir:

k? —y% = 60r'?

Bu muéadelenin hallini umumlastirmak i¢in soylece icra-y1 amel
etmeli:

4y2. k% — 4y2.y? = 4y2 x 6012

157" —y2 157" —y2
y=—r TV g2 T
Y Y

(g) miinasebetinden de su miisavat alinacagindan:
x=y—12r",
Yukardaki

(Bk) ve r=23r
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ifadeleri de nazar-1 dikkate alinarak mesele icin la-yuadd haller
bulunur.

farz etmis olsak:

15x1-1
y = 1 =14

olur.

x=y—12r'
oldugundan

x=14—-12 =2
olup
15x1+1
= Sl 16, 3k =48

olur ki, silsile:
22 +5% 4+ 8% + 117 + 14% + 17% + 20% + 23% + 26 = 48?

olur.

olsa
y=59, x=59-24=35
olup diisturuna tatbiken:
k=61 , 3k=183

bulundugundan silsile su olur:
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352 +41%2 4472 +53%2 4+ ...+ 77?% 4+ 832% = 1832

Iste, v’ ile ¥ kemmiyyetlerine miinasip kiymetler verilerek Ia-
yuadd haller elde edilir.

Sual.-Miisbet olarak on alt1 aded-i tdm bulmak matlibdur ki,
bunlar bir silsile-1 adediyye teskil etsin ve haddlerinin murabba’lar1
mecmiu bir murabba’-1 timma miisavi olsun?

Bundan evvelki meselede hareket ettigimiz gibi yapacak olursak,
yani silsile-i adediyyenin haddleri mecmtiuna ve murabba’lar
diisturuna tatbik-i hareket edecek olursak, su muadeleyi elde etmis
oluruz:

x2 + 30r'x + 310r"° = (4k)? = 16k?
Burada r = 2r"’dir.

Bu muadele hall ve 1slah edildikte:
x =—157v"+ \/m
Bundan:
k% — 851" =y? |
Yahut
k% — y? = 851" x =y —157'

olup tipki bundan evvelki muadele gibi bir stret-i umimiyyede
halledilirse:

3 851" — y2 = 851" + 2
YTy %y

)

olur.



Tatbikat.-
r=1, y=1
farz edilse
y=85><(;2)—1=42
x=42-15=27, k=w=43

Ve binaenaleyh:
4x43 =172
olur ki, matlab silsile:

272 4292 4+ 312 4+ ... 4 552 4 572 = 1722

olur.
Diger bir misal:
r=3, y=1
_32><85—1_382
y= 2 =
x =382 —45=337 ve
32x85+1
=——F———=383
2
Ve bu sebepten
4 x 383 = 1532

olup matlib silsile de su olur:

3372 4+ 3432 + 3492 + --- + 4272 = (1532)2

METIN
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Iste bu minval iizere r’ ile y kemmiyyetlerine miinasip kiymetler
vererek mesele i¢in 1a-yuadd haller elde edilir.

Sual.- Miisbet yirmi bes aded-i tdm bulmak matlibdur ki, bunlar,
bir silsile-i adediyye teskil etsin ve bu silsilenin haddlerinin
murabba’lart mecmuiu bir murabba’-1 timma miisavi olsun?

Ihtar.- Bu sualin hallide tipki yukardakiler gibidir.

Diophantes / Diophantes Mesaili

Tahlilat-1 gayr-i muayyene meselelerine: Problémes de
Diophantes/Diyofant meseleleri nami1 verilmistir.

Bu halde, tahlilat-1 gayr-i muayyenenin baslangici: 1500 seneden
fazla bir zaman kadar eskidir.

Fi’l-hakika, Diyofant’in birakmis oldugu yazilarinda, bu nevi
mesailin, pek mahirane ve pek dogru olarak ve fakat siret-i
zahirede irtibatsiz gibi goriinen, pek muhtelif bir takim hiyel-i
hesabiyye ile halledilmistir.

Bilakis Hintlilerin asarinda, birinci ve ikinci dereceden muadelat-1
gayr-i muayyenenin umumi halleri bulunmaktadir.

Eger Cinlilere ve onlarin vakayi‘-i tarihiyyelerine inanmak lazim
gelirse: Cin- Kiy(i- Cat naminda bir alim, Milattan 2600 sene
evvel, ilm-i a‘dad lizerine bir kitap yazmis ve bu kitapta tahlilat-1
gayr-i muayyeneden bazi mesail miinderi¢ bulunmus imis.

Tahlilat-1 gayr-i muayyenenin ehemmiyetine mebni bir nebzecik
tarithinden bahsetmeyi miinasip addettik. Simdi de bir hayli emsal
ve mesail verecegiz. Miiteadil bahsinde bu gibi muadelatin birkag
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tiirlii hallerini gostermis idik. Iste onlar1 rehber ittihaz ederek su
asagidaki muadelat-1  gayr-i  muayyenenin halleri talebe
efendilerden istenilmelidir:

Asagidaki muadelatin a’dad-1 timme ve miisbet olarak hallerini
bulmak matlib:

M.x+y=12

Cevap:'"’

x=12 -y,
y=1;2;34; .11

x=11; 10; 9; 8; ... 1

2).2x+y =15

C:y=15-2x,
x=1;2;3;4;5; 6; 7
y=13;11;9; 7; 5; 3; 1
3).3x+4y =19

C:x=1+4+4t, t=0;1
y=4-3t. x=1,5 y=41

4). 11x + 2y = 83

x =14+ 2¢t, _
C'y — 36- 11t} t =0123
x = 1,3,5,7

19 Bundan bdyle ihtisara ridyeten cevap kelimesini C ile gdsterecegiz.
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y = 36; 25; 14; 3
(5). 121x + 44y = 286 20

11x + 4y = 26

X = 2 + 4t _
C'y—l—llt} 0
X = 2
y=1

(6). 18x + 15y = 48

6x + 5y = 16
x= 1+ 5t
C: y=2—6t} t=0
x=1} I
y=2

(7). 635x = 381y = 54737
5x + 3y =431

x=1+ 3t
C.y= 142 - St} t=0,1,23..

20 Bu muadelenin her haddi 11 adedinin misli oldugundan bunun her haddini 11
ile taksim ettikten sonra halle baslamalidir.

2l Su cihete de nazar-1 dikkati celbederiz ki ax + by = ¢ muadele-i gayr-i
muayyenesinin a’dad-1 tAmme olarak halli i¢in, a, b,c a‘dad-1 ma‘limesinde
madriibat-1 miistereke varsa bunlar taksimle izale edildikten sonra a ile b
miitebayin kalmalidir.

Eger a miisbet, kezalik b de miisbet ise yukardaki a x + by = ¢ muadele-i
gayr-1 muayyenesinin miisbet ve ‘aded-i tdm olarak halleri mahduddur. Halbuki
a miisbet b menfi olursa, c’nin isareti ne olursa olsun miisbet ve tam olarak
haller gayr-i mahdfiddur. Iste yukardaki (5) ile (6) muadelelerinde y ile x gayr-i
muayyenelerinin tam ve miisbet olarak yalniz birer kiymeti vardir.
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x=147,..
y = 142,137,132, ...
(8). 649x + 413y = 6667

Xx=2+ 7t
C'y=13—11t}t"0'1
X= 2’9}22
y = 13,2

9).0,7x + 0,05y =9,5

x= 13-t

Gy 8+ 14t

} t=0;1; 2; 3...

x=13; 12,11,10, ... 1
y=8; 22,36,50,... 176

12x2+3y-70 _
5-3x

(10). —4x

x=2+4+3t
C'y=10—2m}t—°

x=2

y =10

Atideki misallerin menfi olarak hallerini bulmak matlab:

(11).5x — 17y = 41

C:Xz

15 + 17t
y=2

22 Bu muadelatm her haddinde miisterek madriblar varsa onlari, talebe efendiler
bularak muadeleyi bu miisterek madriblardan tecrit etmelidir.
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X = _Zﬂ_lg,_36, e
y = _31 _8;_13
12). =7x + 17y = 87

x= 17t — 10
C. y: 7t +1 } t= _11_2,_3,...
x = —27,—44,-61, ..

y = _61 _13, _20, .

X,y _ 45
(13)°_E+§_ A

x=2t—15
C. y — 3t } t= _1r _2, _3, .

x=-17,-19,-21, ...

y=-3,-6,-9, ..

Atideki muadelenin miisbet ve menfi olarak halli matliib:
(14). 7x + 11y = 361

x= 6+ 11t

C°y= 29 -7t

} t=0;1; 2, -1,-2 ...

X = 61 171 _5’ _16, ™

y = 29,22,36,43, ...



METIN | 293

Birinci Dereceden Muéadelat-1 Gayr-i Muayyene
Veren Meseleler

(1). — 118 adedini iki kisma tefrik ediniz; su sart ile ki birinci kisim
7, ikincisi de 11 adediyle kabil-i taksim olsun.

C: Birinci kisim x, ikincisi de y ile gosterilirse:

Xx= 63 + 77t} ~ 0
y= 55- 77t B
x =63
y =55

Yalniz bir halli vardir: 63 i1le 55

(2). — Iki kesir-i adi bulmak matlibdur; su sart ile ki birinin
9

. e e . . - . . ~ 1
mahreci 24, digerinin mahreci 16 ve bu iki kesrin mecmiiu da Z

olsun? Bu nevi kag kesir vardir?

C: Bu kesirlerden birinin sureti x, digerinin sureti de y farz
edildigine nazaran:

X +y 19
24 16 24

Bu muadele halledilirse, su kiymetler bulunur:

x =19 -3t

y =2t } t=1,23,4,5,6
x =16;13;10;7;4;1
y=2;4;6;8;10;12

Meseleye tevafuk eden yalniz (6) aded c¢ift kesir vardir ki
sunlardir:
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X 16+2_19
)24 16 24
, 13+4_19
)24 16 24
5 10+6_19
)24 16 24
v 7+8_19
)24 16 24
- 4+10_19
)24 16 24
. 1+12_19
)24 16 24

(3). — Bir asc1, tanesi 5,80 franka olan keklik ile adedi 1,40 franka
tavsan satin alir. Bunun hepsi i¢in 72 frank verir. Acaba bu av
hayvanlarindan kagar tane matbahina getirmistir?

C: Kekligin adedini x ve tavsaninkini y ile géstermis olsak:
5,80x + 1,40y = 72
muadelesi halledilirse iki hallin bulundugu tahakkuk eder:

x=34+7t
y=39—29t} t=0;1
x =3,10

y = 39,10

(4). — Biiyiik adamlarla ¢ocuklardan miirekkep bir cemiyet bir
cevelan yapmiglar; gezmisler, eglenmisler. Mecm’-1 masraf 97,25
franka balig olmus; beher biiylik adam 7,15 vermis; beher ¢ocuk da
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3,10 frank te’diye etmis masraf kapanmis. Acaba bu cemiyette kag
adam, ka¢ ¢cocuk varmis?

x =11+ 62t
C: y=6—143t} =0

x=11}
y=26

Meselenin yalniz bir halli vardir. O da: 11 biiyiik adam, 6 ¢ocuktan
ibarettir.

(5). — Bir sepet icinde 300°den ziyade, 440’dan noksan armut var.
Eger bu armutlardan 13 ¢ocuga miisavaten tevzi‘ edilse 9 armut
sepette kaliyor ve eger 15 ¢ocuga miisavi miktarda tevzi‘ olunsa 4
armut artryor. Acaba sepet i¢inde kag tane armut vardir?

C: Sepette mevcut armutlarin adedi x farz edilse, ber-micib-i
mes’ele su miiteadiller hustle gelir:

x=9 (muaddil 13)
x =5 (muaddil 15)
Bu miiteadiller, usulii dairesinde halledilse,
x =139 + 195¢
elde edilir.

Meseleye tevafuk eden en kiiciik aded: 139 adedidir. Lakin
meselede sepet icinde 300°den fazla 400°den noksan sart1 vardi.
Oyle ise, burada: t = 1 farz edilse:

139 + 193 = 334

Yani sepet iginde: 334 tane armudun mevcut oldugu tebeyyiin
etmis olur. Eger t = 2 farz edilecek olsa,

295



296

HESAB-1 NAZARI

y =139+ 390 = 529

Yani 529 adedi zuhur eder. Gergi bu aded de meseleye tevafuk
ederse de 400’den fazla oldugu i¢in sarta muhaliftir. Binaenaleyh:

334 adedi meseleye ve sarta tevafuk ettiginden matlib olan aded
budur.

(6). — Iki kardes bir fabrikada birlikte ¢alisiyorlar. Biiyiigii 18 giin,
kiictigli de 13 giin ¢alismislar; her ikisine 142 frank vermisler.
Acaba bu iki kardesten beherinin giindeligi kag franktir?

C: Biiyiik kardesin yevmiyesi x ile, kii¢iik kardesinki de y ile
gosterilmis olsa; ber-micib-i faraziye:

18x + 13y = 142
muadele-i gayr-i muayyenesi tahaddiis eder.
Usulii vech ile halledildikte su miinasebat hustle gelir:
x=5+13m
y=4-—18m

Biiytik kardesin yevmiyesi: 5 frank, kiigiik kardesinki: 4 franktir.
Burada m yalniz sifir kiymeti alabilir. Ciinkii e§er m = 1 olsa:

y=-14

olur ki, bu hall bi-ma’na yani abestir.



Notlar
Not: 1/ Ta‘dad ve Terkimin Muhtelif Sistem Nazariyyesi

1. Sual 1.- Ta‘dad ve terkimin her sisteminde, kaideyi takaddiim
eden adedin di‘f1 ile yine o adedin murabba’1, ayni1 rakamlarla fakat
ma’kils olarak tezahiir eder.

Mesela; kaide 10 olduguna gore, bu kaideden evvel gelen 9
adedinin di‘fi: 2.9 = 18 ve bunun murabba’t; 9% = 81°dir. 18 ile
81 ma’kds iki adeddir.

2. — Bu da’vanin umumi olarak ispat1 sudur:

Kaide, umumi olarak B farz olunduguna gore, (B — 1) kaideyi
takaddiim eden adeddir. Ber-miicib-i sual:

2B-1)=2B-2=B+(B-2) ..(1)
olur. Kezalik,
(B—1)?=B?-2B+1=B(B-2)+1 ..(2)
olur.

Simdi, yukariki (1) ile isaret olunan ifadenin altina (2) ifadesini
yazarak mukayese edelim:
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2B—1)=B+ (B—-2)
(B-1)2 =B(B-2)+1

B + (B — 2) ifadesinin birinci kismi olan B, kaideye miisavidir.
Oyle ise ikinci mertebenin bir ahadidir ve kaide olmak
miinasebetiyle kiymet-i mutlakasi 1’dir. Bu da siiphesiz B(B —
2) + 1 ifadesinin ikinci kismi olan (1), vahide miisavidir.

B(B—2)+1

ifadesinin birinci kism1 olan B(B — 2), ikinci mertebenin (B — 2)
ahadini teskil eder ki bu da, birinci adedin ikinci kismi1 olan (B —
2) adedinden ibarettir.

Bu ispat1 daha vazih bir surette ifade edelim:

Bulmus oldugumuz yukardaki (1) ile (2) ifadelerini nazar-1
dikkate alalim. Ta‘dad ve terkim sisteminde kaide ne olursa olsun
10 ile gosterilir. Fakat muhtelif sistemlerin kaidesi ise ona miisavi
olarak okunur ve yazilir. Bu hélde (B — 2), kaideden kii¢iik bir
adeddir. Bu,

B=10, B—-2 =«
farz edilse (1) ile (2) ifadeleri sirasiyla sunlara tahavviil eder:

10+ «a =1oc}
10.,a+1=0al

Bu da, da’vamizi ispat etmis olur.

Buna, bir misal tatbik edelim: Fakat bundan evvel sunu soyleyelim
ki kaide ittihaz edilen adedden kiigiik erkami - ki bunlara erkam-1
mis‘ire nami verilir-, kolaylik olmak i¢in sirasiyla sdylece
gosterecegiz:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,a4,a4,a,,as, ...
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Simdi gelelim tatbikimize:

Kaide B = 15 olduguna gore, bunu takaddiim eden, yani bundan
evvel gelen aded a, = 14 tiir.

Sualimiz micibince bu a, adedini bir kere 2 ile darb, bir kere de
ikinci kuvvete ref* edelim:

2.a, = 1las
a,? = as1

} ..(3)
olup da’vamiza mutabik oldugu anlasilir. (3) ile gosterilen
ifadeleri sOylece yaparak bulduk:

2.14 = 28

Bu 28 adedi, kaide 10 olduguna gore yazilmistir. Bunu kaide 15°e
tahvil edelim:

[Madde 3, Kaziye 2] miicibince sdyle hareket etmelidir:

28 ‘ 15‘
13 =a; | (1) ‘
Bu halde,
28 = la,
Kezalik
14% = 196

adedini de sOylece kaide (15)e tahvil ederiz:

196‘ 15

(1) ‘ 13 = (as)

Bu takdirce:
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196 = a;1
olmus olur.

2. Sual 2. — Bir ta‘dad ve terkim sisteminde kaide B olduguna gore,

......

(B-1) ile hasil-1 darblar, birbirinin ma’kdsu iki aded hustle
getirir.

Mesela, B = 10 olduguna gore kaideden evvel gelen B—1 =9
adedini, mecmilar1 kaideden sonra ilk gelen B + 1 = 11 adedine
miisavi, iki adedle darb etsek, hasil-1 darblar, birbirinin ma’k{su
olarak zuhur eder.

Mesela, 7+ 4 = 11 mecmdalar1 (B + 1)’e miisavi olan 7 ile 4
adedleriyle 9 adedini darb etsek:

79 = 63 ve 4.9 =36

olur ki bu: 63 ile 36 adedleri - goriildiigii gibi - birbirinin ma’kiisu
iki adeddir.

Kezalik, 6 + 5 = 11 bunu da tatbik edelim:
59=45 ve 69 =054

olup 45 ile 54 birbirinin ma’kGsu iki adeddir. Bu sual, bundan
evvelki sualin aynidir. Ciinkii 2 + 9 = 11°dir. Bunun i¢in bu da’va
da ayn1 bundan evvelki gibi ispat olunur.

Iste size muhtasar surette - fakat pek vazih - bir ispat:

Kaziye: ‘ Ihzarat:

1°.—a(B—-1) = B(B —¢)
+(B—a)

a ile ¢ matldb iki aded yani B +
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2°.—c(B-1) l=a+c
=B(B—a) : .
Kaideye takaddiim eden aded =
+(B—rc¢)
B—-1
B—a=c—-1
B—c=a-1
a=B+1-c
c=B+1—-a

Ameliyat:

1°.—a(B—1)=aB—a=B+(a—1)B—a
=B(a—1)+(B—a)=BB-c¢c)+(B—a)

2°.—c(B—1)=cB—-c=cB—-(B+1—a)=cB—B—-1+a
=B(B —a)+ (B—rc)

Simdi, 1° ile 2°’nin son ifadelerini birbiri altina yazalim:
1°. BB—c¢)+ (B—a)
2°. B(B—a)+(B—¢)

Iste, su iki ifadeye sathi bir nazar imale edilse, ayn1 iki adedin —
ma’kis olarak — yazilmis oldugu goriiliir.

3. Sual 3. — Ta‘dad ve terkimin hangi sisteminde olursa olsun,
ustil-i a’sariyye iizere yazilmis 9 ve 11 adedlerinin havassina malik
hangi adedler vardir:

Ustl-i a’sariyyede, yani kaide 10 olan sistemde, 9 ile 11 adedleri:

(10 — 1) ve (10+ 1)
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seklindedir. Ben derim ki, bir siret-i umimiyyede, B kaidesine
gore yazilmis adedler i¢inde:

(B—1) ve (B+1)
seklindeki adedler de ayn1 havassi1 haizdirler.

Zira, B kaidesine gore yazilmis N adedini, ve bunun sagdan sola
dogru rakamlarini:

a,b,cd, ..
farz edelim:
Bu N adedi soylece yazilir:
N=a+b.B+c.B*+d.B>+ -
Ve yine bu N adedi su sekle de konabilir:

N=[b.B-1)+c.(B>*-1)+d.(B3—1)+-]+[a+b+c
+d+ -]

Yahut:
N=Mul.de(B—1)+(a+b+c+d+:-)
Bundan su:
N=(a+b+c+d+-) [muaddil (B—-1)]
olur ki, bu ifadenin manasi1 sudur:

“Kaide B olarak yazilmis bir N adedi, rakamlari mecmtiu (B — 1)
adediyle kabil-i taksim ise, bu aded de (B — 1) adediyle kabil-i
taksimdir.”

Ayni N adedi su sekle de konabilir:
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N=[b.(B+1)+c.(B?—1)+d.(B3+ 1)+ -]
+[a+c+-)—(b+d+-)]

Simdi bu miisavatin ikinci tarafinin, yani sag tarafin birinci kismi
(B + 1) ile kabil-i taksimdir. Oyle ise su miinasebet mevcuttur:

N=Mul.de(B+1)+[(a+c+-)—(b+d+-)]
Bundan:
N=[la+c+-)—(b+d+-)] [muaddil (B+1)]
Bu ifade de soylece tefsir edilir:

“Kaide B olarak yazilmis bir N adedi - tek mertebe rakamlari
mecmiundan, ¢ift mertebe rakamlart mecmau tarh edilip tefazul
(B + 1) adedi ile kabil-i taksim ise - (B + 1) adedi ile kabil-i
taksimdir.”

Demek oluyor ki, ustl-i a’sariyye iizere, yani kaidesi (10) olarak
yazilmig 9 ile 11 adedlerinin havassina herhangi B kaidesinde
yazilmig (B — 1) ile (B + 1) adedleri de maliktirler.

4. Sual 4. — Kaidesi herhangi bir B olarak yazilmis ii¢ rakamli bir
adedin ma’klsu ile tefazulii alimirsa, bu tefizuliin orta rakamu:
(B — 1) adedine ve iki nihayetindeki rakamlar mecmiiu da yine:
(B — 1) adedine miisavidir.

Tasavvur olunan adedi: mnp farz edelim. Bu aded kaide B
olduguna gore soyle temsil olunur:

m.B2+n.B+p
Ayni adedin ma’klsu da sdylece yazilir:
p.B>?+n.B+m

Bu iki aded beynindeki tefazul de sudur:
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m.B?—p.B +p—m

Yahut:

m.B2—p.B2+B?—B?—-B+p+B—-m
Veyahut da:

B*(m—-p—-1)+(B—-1).B+ (p+B—m)
olur.

Iste, su son ifadeye dikkatle bakilirsa, su goriiliir:

Bu adedin ortadaki rakami, kaide B olduguna gore yazilmis ii¢
rakamli bir aded son rakam miis‘ir olan: (B — 1)’e miisavi; ve iki
nihayetindeki su rakamlar1 mecmiiu olan:

p+B-m+m—-p—-1=B-1

de yine son rakam miis‘ir olan: (B — 1)’e miisavidir. Da’vamiz
siibut bulmustur.

5. Sual 5. — A‘dad-1 tammenin kaffesi, beheri yalniz bir defa
alinmak sartiyla, 2 adedinin kuvvetleri mecmiiuna miisavidir.
[Vahid: 2° tasavvur edilmistir.]

Herhangi bir cift adedini olursa olsun ve mesela 62 adedini
tasavvur edelim ve bu adedi, kaide 2 olduguna gore ifade edelim
ki, bunda yalniz (0) ile (1) rakamindan baska rakam kullanmaya
ihtiya¢ yoktur.

Simdi bu 62 adedini, kaide 2 olduguna gore tahvil edelim:

Burada (Madde 3 Kaziye 2)deki algoritma miicibince sdyle hareket
etmelidir:
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62 (2 |2 (2 |2 |2

O [31]15]7 [3 [()

OGO

Iste bu algoritma micibince kaide (10) olduguna gore yazilmis
(62) adedi kaide 2 olduguna tahvil edilmis olup su netice: 62,7 =
111110, elde edilmis olur.

Simdi, farz edelim ki, bize su: 111110, kaide 2 olarak yazilmis
adedi veriyorlar. Bunu biz kaide (10) olan adede tahvil etmek i¢in
sekl-1 umiimiye miiracaat (Madde 10) ederek sOyle yazariz:

111110, =0+ 1.2+ 1.22 + 1.23 + 1.2* + 1.2°
=2+224+23 424425

Bu netice ise, da’vamizin ¢ift bir aded hakkinda ispati.

Gelelim simdi de tek bir adede ve mesela 53 adedini ele alalim. Bu
adedi de, bundan evvelki 62 gibi kaide 2 olduguna gore tahvil

edelim:
5312 |2 (2 |2 |2
(H[26 13 ]6 |3 [(1)
©) [ (D) | (0) ] (1)
Bundan su:

53,0 = 110101

elde edilir.
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Simdi kaide 2’den kaide 10’a donersek soyle yapmamiz lazim
gelir:

(110101), =1+ 0.2+ 1.22 + 0.2% + 1.2* + 1.2°
=20+ 2% 4+ 2% +2° = (53)4

Bununla da’vamizin ikinci kismi da ispat edilmis oluyor.

Tembih: Ispat edegeldigimiz hassayi, faideli bir surette
kullanabiliriz. Mesela (2)’nin kuvvetlerince gramlar alsak yani
sOyle:

) J

gram g
2

999 99
1’248

'16'32' 64"
Bunlarin i¢inde 3 gram yok; 3 gramlik bir seyi:

1+2=3
ile tartariz. Kezalik 5 gramligi:

1+4=5
7 gramligt:

1+2+4=7
Ve hakeza...
1+2+4+8+16=31=162—-1=25-1
Ik 6 vezn ile de ta 63 vezne kadar esyayi tartabiliriz. Yani:
1+24+4+8+416+32=63=322—-1=2°-1

Ve bir sliret-i umtmiyyede ilk n kadar evzan ile, su: 2™ — 1 sekle
kadar olan bi’l-climle gramlik esya tartilabilir.

23 Grami, muhtasaran soyle gosterecegiz: g
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Not: 2 / A‘dad-1 Asliyye Nazariyati
6. Da’va-y1 Nazari: Miiteakip iki aded-1 tdm miitebayineyndir.

Iki aded-i miiteakib, su:

seklindedir.
nile n + 1 adedlerinin her kdsim-1 miistereki bunlarin
n+l—-n=1

tefazuliinii de tamamen taksim etmesi lazim gelir. Halbuki (1)
vahid yalmiz kendisiyle kabil-i taksimdir. Bu sebepten, iki aded-i
miitedkibin  kdsim-1  miistereki olamaz. Oyleyse onlar:
miitebayindirler.

7. Da’va-y1 Nazari: iki adedden birine vahid zam veya ondan
vahid tarh edildigi halde diger adedin emsali bir aded zuhur ederse,
bu iki aded miitebayindirler.

Mesela, 3 ile 11 adedleri gibi ki, 11 adedine vahid zam edilse 12
olup bu da 3 adedinin mislidir.

Kezalik, 5 adediyle 11 adedlerinden 11’den vahid tarh edilse 10
adedi hasil olur ki, bu da 5 adedinin mislidir.

Iste bu 3 ile 11, 5 ile 11 adedleri miitebayindirler.

Zira, bir sret-i umimiyyede, o iki adedi A ile B farz edelim. Ber-
micib-i da’va:

B+1=A4A.q

miinasebat1 hustile gelir. Boyle olunca, ben derim ki, bu B ile A
adedleri miitebayindir.
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Zira, B ile A adedlerinin her kasim-1 mistereki, A.q ile B
adedlerini de tamamen taksim eder, bu halde bunlarin tefazulii olan
+1’ide tamamen taksim etmesi lazim gelir. Bu ise hilaf-
hakikattir.

Bu sebepten A ile B adedleri miitebayindir.

8. Da’va-y1 Nazari: n ve N herhangi iki aded-i tdm olursa olsun,
ispat ediniz ki, N ile n. N + 1 adedleri miitebayindir.

Zira N adedini tamamen taksim eden her aded, n. N adedlerini de
tamamen taksim eder.

Bununla beraber N ve n. N + 1 adedlerinin bir kdsim-1 miistereki,
n.Nve n.N +1
adedlerini tamamen taksim edeceginden, bunlarin su:
nN+1—-nN=1
tefazuliinii de taksim etmesi lazim gelir ki bu ise hilaf-1 hakikattir.
Bu halde da’vamiz siibut bulmustur.
9. Da’va-y1 Nazari: Ispat ediniz ki, su:
n, n+1 2n+1
tic aded ikiser ikiser miitebayindirler.
(6’nc1 madde) micibince, n, n + 1 adedleri miitebayindirler.
(8’nci madde) micibince: n ve 2n + 1 adedleri miitebayineyndir.
Yalniz su:
n+1, 2n+1

adedin miitebayin olduklarini ispat etmek kald.



METIN

Eger bu:
n+1l ve 2n+1
adedlerinin bir kasim-1 miistereki varsa, o kasim-1 miisterekin:
2n+1—-(Mm+1)=n
tefazuliinii de tamamen taksim etmesi icap eder.

Imdi, n ile n + 1 miitebayindir. Oyleyse (n + 1) ile (2n + 1)’de
miitebayin olup matliib sabit olur.

10. Da’va-y1 Nazari: a ile b iki aded-i tAmdir ve (a? — b?) de asli
bir adeddir. Ispat ediniz ki, a® — b? tefazulii (a + b) mecmfuna
miisavidir.

Zira,
a’? —b? = (a+ b)(a—Db)

miisavatinda mademki, (a? — b?) asli bir adedi irde ediyor, bu
halde bu misavatin dogru olmasti igin, miisavi oldugu (a + b)(a —
b) madriblarindan birinin vahide miisavi olmasi la-biiddiir.

Halbuki a ile b adedlerinden beheri aded-i tdm olduklarindan (a +
b) mecmiu vahide miisavi olamaz. Bu halde:

a—b=1
oldugundan
a’?—b*=a+b
miisavati tahaddiis edip matlab sabit olur.

11. Da’va-y1 Nazari: a ve b gibi iki aded, 5 ile miitebayin olsalar,
(a? + 2b?) mecmiu 5 adedinin misli olamaz.

309



310

HESAB-1 NAZARI

5 kasimina gore, 5 ile kabil-i takstm olmayan adedler su asagidaki
sekillerden baska sekilde tezahiir edemezler:

Mult.5+1, Mult.5+2, Mult.5—-2, Mult.5-1.

Bundan istinta¢ olunur ki a ve b atideki cetvelde hiilasa edilen
kiymetleri alabilirler: Evvel-emirde surasini der-hatir ettireyim ki:

a=5p+1, b=5q+1..
gibi sekiller su asagidaki miiteadillere tahavviil edilirler:

a=1

"~ 1} (muaddit 5)

Bunu nazar-1 dikkate alarak cetvelimize devam edelim:

a=1

b= 1} (muaddil 5) bunlardan: (5) a® + 2b* = 3,

Z i %} (5) bunlardan: (5) a* + 2b? = —1,

bazz_lz} (5)  bunlardan: (5) a® + 2b% = —1,

Cl:E_ll} (5) bunlardan: (5) a®+ 2b* =3,

4= 2} (5) bunlardan: (5) a?+ 2b% =1,

Z i ;} (5)  bunlardan: (5) a*+2b* =2,

bazz_z} (5) bunlardan: (5) a? + 2b% = 2,
bazz_l} (5) bunlardan: (5) a® + 2b% =1,
abEZ—Z} (5) bunlardan: (5) a®+ 2b* =1,
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abEE_ZZ} (5)  bunlardan: (5) a®+2b% =2,

Z i :3} (5)  bunlardan:(5) a?+2b? =2,
Z i :i} (5)  bunlardan: (5) a?+2b% =1,
abEE_l} (5)  bunlardan: (5) a® + 2b* = 3,
abEE_l} (5)  bunlardan: (5) a?+2b% = -1,
Z i _ } (5)  bunlardan: (5) a?+2b% = -1,

Z i : } (5)  bunlardan:(5) a*+ 2b?* =3,

Bu cetveldeki bakiyeler nazar-1 dikkate alinirsa goriiliir ki bunlar:

(+3)' (+2)1 (_2)1 (+1)' (_1)

den ibarettir. En nihayetki 5p + 3 seklinden hasil olup o da (5p —
2) demek oldugundan cetvelin biitiin muhteviyat1 hiilasa edilecek
olursa, (a? + 2b?) ifadesinin yalniz su dort kiymeti alabilecegi
tezahiir eder:

Bundan da: a? + 2b?’nin higbir vech ile (5)’in tamamen misli
olamayacagi, yani (5) ile kabil-i taksim olmayacagi ispat edilmis
olur.

12. p adedi, N adedini taksim etmeyen bir asli-yi mutlaktir.

Ispat ediniz ki, eger p ile taksim edilerek (1) bakiye veren (N)’ nin
en kiiciik kuvveti: N2 olsa, (N + 1) adedi p ile kabil-i taksimdir.
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Zira, ber-miicib-i faraziye:
N?¢—-1=0 (muaddil p)
miiteddili sahihtir.
Bundan ise:
(N*+1) (N*—1) (muaddil p)
miinasebeti tahaddiis eder.

Lakin (N% — 1) ifadesi p ile kabil-i taksim degildir. Ciinkii eger
Oyle olsa,

(N*=1) (pmuaddil)
olmak lazimdir.

Halbuki, p ile taksim edilerek (1) bakiye veren (N)’in en kiigiik
kuvveti: N2%°dir. Oyleyse bu faraziye sahih degildir.

Bu sebepten:
N®+1=0 (muaddilp)
olmak zaruridir.

13. Sual: Ucten biiyiik bir aded-i asli bulmak matlibdur; su sart ile
ki, bu adedin murabba’indan vahid tarh olunup hasil-1 tarh 8 adedi
tizerine taksim olunursa haric-i kismet bir adedi asli olsun?

Ber-micib-i sual:

az—l_b
=

miinasebeti tahaddiis eder. Burada a adedi 3’ten biiyiik asli bir
adeddir. b’de bir aded-i aslidir. Yukariki miisavat soyle de yazilir:
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(a+1)(a—1) = 8b.

Simdi, a ededi 3 ile kabil-i taksim olmadigindan (a + 1) ve (a —
1) adedlerinden biri 3 adedin mislidir. Bu sebepten

8b =0 (muaddil 3)
olmak zaruridir.

Imdi, 8 adedi 3 ile miitebayin oldugundan 3’iin b’yi taksim etmesi
lazzmdir. Halbuki b aslidir. Oyleyse b = 3 olmak zaruridir.

Bu takdirce:
a’?—1=83=24

olup, bundan:

Ve bundan da:

olup matlib mesele halledilmis olur.

14. Sual: Bir aded-i asli, a‘dad-1 ferdiyye-i miiteakibe silsilesi
mecmuiuna miisavi olamaz.

Zira, bir aded-i asli — miitedkib olsun olmasin — ¢ift a‘dad-1
ferdiyye mecmiiuna miisavi olamaz. Ciinkii, ¢ift a‘dad-1 ferdiyye
mecmuu: ¢ifttir.

Biz burada, yalniz sayisi tek olan a‘dad-1 ferdiyye-i miiteakibeden
miitesekkil bir silsileyi tasavvur edecegiz.

Farz edelim ki, (2n + 1) tane a‘dad-1 ferdiyye-i miiteakibe vardir.
Bu adedlerin hadd-i vasatisi yani orta haddi: (2p + 1) seklindedir.
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Mademki, (2p + 1) orta haddir ve mademki, silsilenin adedi de:
(2n + 1) kadardur.

Bu halde, orta hadd olan (2p + 1) adedinin saginda: 2’ser 2’ser
tezaylid ederek giden n kadar hadd vardir. Kezalik solunda da 2’ser
2’ser tenakus ederek giden n kadar hadd vardir.

Bu takdirce, hadd-i vasati olan (2p + 1) adedinin saginda ve
solunda eb’ad-1 miitesaviyede bulunan haddler mecmtiu bu hadd-i
vasatinin 2 misline, yani:

2(2p+1)

adedine miisavidir. Bu sebepten, (2n + 1) kadar tasavvur olunan
haddler mecm@unun kiymeti: n kere

2(2p+1)
ile hadd-i vasat mecmiiuna, yani:
2n2p+1) + 2p+1)
ifadesine miisavi olup bundan:
dnp+2n+2p+1
Yahut:
2p(2n+1) + (2n+1)
Ve nihayet:
2n+1)(2p+1)

olup matlib sabit olur. Yani su son ifade asli bir aded olmayip
mirekkeptir.

15. Sual: Eger p bir aded-i asli ise, p’ye bir aded-i tAmmin
murabba’1t zam olunup hasil-1 mecmliu murabba’-1 tam veren en
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kiiciik aded: pz;l’dir. p bir aded-i ferd oldugundan: ”2;1 cift bir
addeddir. Bundan baska:

() =05

miinasebetinde pTH de bir aded-i tamdir. pT_l ise yukarda beyan

edilen hassay1 haizdir.
Simdi, a ile b iki aded-1 tdm olsun; ve bu adedler su sarta:
p+a?=b?%.(H).
tevafuk etsin. Bu miisavattan su miinasebet elde edilir:
p=b*—a’=(b+a)b-a),
p asli oldugundan, bizzarure su miinasebat tahaddiis eder:
b+a=p , b—a=1

Bundan da:

hustle gelir. a ile b’nin miisavileri (H) miisavatinda mahallerine
vaz* edildikte:

() =05

olur.

Burada pz;l adedi, yukarda beyan olunan hassay1 haiz yalniz bu

aded ve en kiiciik adeddir.
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Tembih: p = 2, bu hassadan miistesnadir. Bilakis, p adedi ferd
olarak, eger pT_l dahi kiiclik olmak sartiyla murabba’t p’ye zam

olunur ve bu mecmi murabba’-1 tam olursa bu halde p adedi
aslidir.

Eger, p ferd olur ve fakat asli olmazsa, bunun, hicbiri vahide
miisavi olmamak sartiyla @ ve [ gibi iki tek madriba tefriki
miimkiindiir.

Yani sdyle: p = aff bundan bagka da f > « farz edelim.

Su:

) er= (3 +pe= (59
( 7] THER I =\
ayniyetler dogrudur ve a ile f adedlerinden beheri ferd
oldugundan:
pra  [-a

leez

adedleri tamdir ve @ > 1 oldugundan, £ adedi p’den asgardir. Bu

halde de ﬁ%a adedi, pT_l’den asgardir.

Imdi, p adedini gayr-i asli farz edersek, bu halde pz;l’den asgar bir
aded bulunacak ki, bu tam murabba’1 p’ye zam edilirse mecm bir
murabba’-1 tdm olacak, bu ise da’vamiza muhaliftir. Bu sebepten p
adedi, bir aded-i asli-yi mutlaktir.

Netice: Ferd bir p adedinin asli olup olmadigini bilmek icin bu p
adedine pz;l adedinin murabba’1t zam olunur; eger bu mecmd, bir

murabba’-1 tam verirse, p adedi aslidir.

Misaller:
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1012

11+(7> =11+ 5% =11+ 25 = 36 = 62,

122
13+(7) =134+ 62 =13+ 36 = 49 = 72,

16\2
17+(7) =174+82=17+ 64 = 81 = 92,

Iste, ispat edegeldigimiz kanuna muvafik olan: 11,13, 17 adedleri
aslidirler.

16. Sual: Bir adedin kasimlari, sirasiyla, yani en kiicligii olan
vahidden bed’ ile, en biiyiigli olan kendisine kadar — bir hatt-1 ufki
izerine - dizilmis olsa, bu vech ile hustile gelen silsilenin evvel ve
ahirinden eb’ad-1 miitesaviyede bulunan iki kadsimin hasil-1 darb,
bir sabit miktara yani adedin kendisine miisavidir.

Mesela, 36 adedinin kasimlari: sirasiyla vahidden bed’ ile
kendisine kadar bir hatt-1 ufki tizerine s0ylece dizilmis olsa:

1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36

Bu silsilenin iki nihayetinden eb’ad-1 miitesaviyedeki iki kasimin
hasil-1 darblar1 sdylece sabit bir miktara yani kendisine miisavidir:

136 =36, 218=136, 3.12=136, 49=36 66
=36, 2

Simdi, bu da’vayr umumi bir surette ispat edelim.

Farz edelim ki adedin kendisi p, ve bi’l-ciimle kasimlar1 da
sirastyla:

1<a<b<c<d<:, <t<m<n<p,

24 Yukardan beri ve simdiden sonra da mesela (8.6) gibi bir ifadede (.) su X
isareti yerine kullanilir.
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olsun.

p adedini miiteakiben bu kasimlarinin beheriyle taksim etmis
olsak:

p

< =< < =<, <=L <B B
c a 1

SRS
SEES
3=
-1

Syl laS]

haric-i kismetleri, yine aym kasimlar1 irde ederler. Bu ikinci
silsilenin haddleri, miitendziran ve miitekdbilen birincinin
haddlerine miisavidir. Oyleyse su miisavatlar husile gelir:

1=-, =—, =
p @ n m b " a
Bunlardan da:

p.l=p, an=p, bm=p,.. mb=p na=p, Lp
:p_

olup matlib sabit olur.

17. Da’va-y1 Nazari: Tek bir aded, asli ise, murabba’-1 tam iki
adedin tefazuliine — yalniz bir tarzda — miisavidir.

O tek aded-i asli, farz edelim ki, N ve a? ile b? de iki adedin

murabba’lar1 olarak:
N=a?-b?>=(a+b)(a-b) ..(k)
miinasebati husile gelsin.

N bir aded-i asli oldugundan (a + b) ve (a — b) ifadelerinden biri
vahide, digeri de N adedine miisavi olmak zaruridir.

Bu halde su miinasebat hustile gelir:

N=a+b, 1=a-b»
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Bunlardan su:

N+1 N-1
= b

a=——- -

2’ 2
(k) miinasebatinda a ile b adedlerinin miisavileri mahallerine vaz*
olundukta:
N_(N+1>2 (N—l)2 ”
= > > .. (M)
olmus olur.

Tembih: (Hesab-1 a’ld)’nin mabudu olan (Fermat) tarafindan ifade
olunan yukariki da’va-y1 nazari, bize verilen bir adedin asli olup
olmadigini anlamaya miisaade eder.

Farz edelim ki 17 adedinin asli olup olmadigin1 anlamak istiyoruz;
evvelen, siihilet olmak i¢in yukariki (M) misavatini su tarzda
yazalim:

v () = ()

Simdi, 17’nin asli olup olmadigin1 muayeneye gelelim.
Evvel-emirde:
2

= 64

(17 — 1)
2
adedini bulur ihzar ederiz.

Bundan sonra:
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td vahidden bed’ ile (64)e kadar silsile-i a‘dad-1 tabiiyyenin
murabba’larini alir (17) adedine zam ederiz, eger burada oldugu
gibi

17 + 64 = 92 = 81

murabba’-1 tammindan evvel diger bir murabba’-1 tam hasil
olmazsa o aded 17 gibi aslidir. Yok, 64’ten evvel gelen murabba’-1
tamlardan biri 17 adedine zam olunup da murabba’-1 tAm verirse o
aded asli degildir.

Mesela 21 adedini deneyelim:
21+1=22, 21+4=25

Iste goriiliiyor ki, 21 adedine 4 murabba’t zam edilince 25
murabba’-1 tdm hustle geliyor. Oyleyse 21 adedi asli degildir.

Kezalik, 33 adedini ele alalim:

33+9=42 33+4=37 33+1=34 33+16=49
= 72

Burada yine:

(33—1

2
> ) = 256

adedine varmadan (7)’nin murabba’1 husile geliyor. Bu halde 33
adedi de asli degildir.
18. Sual: a ile b miitebayin iki adeddir. Ispat ediniz ki, eger:

a, 2a, 3a, 4a,..(b—1)a,

silsilesinin her bir haddi b ile taksim olunsa, zuhur edecek olan
haric-i kismetler mecmiu:
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! DHb-1
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ifadesine musavidir.

Zira, denildigi gibi yapilan taksimler ameliyatindan zuhur eden
mubhtelif bakileri:

T, T2, T3, e, Thq

rumuzlart ile géstermis olsak, bu halde haric-i kismetler tam olarak
sunlarla irde olunur:

a—1r, 2a-—-1 3a-—r1; (b—1a—r1,_4
b '’ b ’ b ' b

Bu haric-i kismetlerin kaffesinin mecmuu da su ifade ile gosterilir:

S_a(1+2+3+---+(b—1)—(r1+r2+r3+---+rb_1)
o b

Lakin,
r, T, T3, e, Th_q

bakileri , [Madde 82]’de ispat edildigi vech ile — siralarindan sarf-1
nazar —

1,2,3,4,..,(b—1)

adedlerine miisavidir. Oyle ise:

a—1 1
S=T(1+2+3+---+b—1)=§(a—1)(b—1)

olup mesele halledilmis olur.
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Not:3 / Gayr-i Miisterek’iil Mikyas Adedler, Kemmiyéat-1
Asamma ve Muhdese

19. Da’va-y1 Nazari: Miisbet bir kemmiyyetin, birbirine miisavi ve
isaretleri muhtelif iki cezr-i murabba’t ve yalmz iki cezr-i
murabba’1 vardir.

1°. x =+9 farz edelim. x’in bir kiymeti vardir ki, bunun
murabba’t: 9°dur. Lakin gerek +3 olsun gerekse —3 olsun bunlarin
her ikisinin de ikinci kuvvete ref*leri: +9 adedini verirler. Oyle ise
sOyle yazmak dogrudur.

x =9 = +3

Bir stret-i umimiyyede herhangi bir B adedin olursa olsun cezr-i

murabba’1 +v/B suretinde gosterilmelidir.

2% Miisbet olan n? adedinin cezr-i murabba’t Vn2 ve bunun
kiymeti de x olsun. Bu halde:

x = +/n?
miinasebeti husile gelir.

Bu misavatin her iki tarafini da terbi edelim:

Veyahut

olur. Lakin iki kemmiyyetin murabba’lar1 beynindeki fazl:
x+n)(x—n)=0

dir. Madribat-1 miiteaddideden ibaret bir hasil-1 darbin sifir olmasi,
madriblarindan birinin sifir olmasina vabestedir. Bu sebepten:
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x—n=0 bundan: x=n
x+n=0 bundanda z=-n
olur.
Mademki
(x+n)(x—n)

hasil-1 darbini sifira irca edecek diger bir vasita, yani iigiincii bir
vasita yoktur.

Bu halde, bir cezr-i murabba’inin yalniz birbirine miisavi ve
isaretleri muhtelif iki kirymeti vardir, bagka yoktur.

Cezirlerin Hesabi
20.8Va+5V3—6vb ile 9va-—3V3+6vVb
ifadelerinin cem‘i matlabdur.

Bunlar sdylece yazilip isaretleri ve miisabehetleri miicibince 1slah
edildikte:

8va +5vV3 — 6Vb + 9vVa — 3V3 + 6Vb = 17Va + 2V3

atideki misalde, meczlrlar madribata ayrilarak muntak olanlar
cezrin haricine ¢ikarilir ve sonra muamele icra kilinir. Yani sdyle
yapilir:

24/28 + 5v45 — V63 + 3v20 =

2/22.7 + 5¢/32.5 — /32,7 + 34/22.5 =
47 4+ 15V5 — 3V7 + 6V5 =7 + 21V/5
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Kemmiyyat-1 asammenin tarhi i¢in: Matrihun isareti aksedilerek
matrihiin-minhe katilir ve sonra ciimlesinin birden cem‘-i cebrisi
alinir.

Mesela:
10V3 + 2+/a — 5V3'ten
8vV3 +2Va —6V3
ifadesini tarh etmek icin soyle yapmalidir.

10V3 + 2v/a — 5v3 — 8V3 — 2a + 6V3 = 3V3

Darb: Yalniz cezriye iisleri miisavi olursa isaretler isaretlerle ve
emsaller emsallerle, meczlrlar da meczirlarla darb olunur.

5v7.4/3.8V21 = 40v21.21 = 40+/212 = 40.21 = 840

Taksim: Keza yalniz cezriye tisleri miisavi olursa meczirlar
yekdigeriyle taksim olunur.

20v17 ifadesini 8v51 ifadesine taksim etmek icin soyle
yapmalidir:

20v17 5v17 5 |17 5 |1 5 5
= = = |— = — _=_1/3=_1/3
8vV51 2+/51 2,51 23 23 6

21. Mahrecinde, kemmiyyat-1 asamme bulunan bir ifade-i

kesriyyenin ekseriya hesabati daha basit, daha kolay bir halle irca
i¢in kesrin mahrecini muntak kilmak lazim gelir.

2
V5
zahirede 2 adedini: 2.236067977 ... adedine taksim etmek icap
eder.

Mesela: ifadesinin kiymetini hesab etmek lazim gelse, stiret-i
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Halblki, bu ameliyat hem uzun siirer, hem de pek az mukni‘ bir

netice verir. Burada kdsim i¢in alinan aded: v5’in bir kiymet-i
takribiyyesidir.

Lakin, eger % ifadesinin suretini ve mahrecini: V5 ile darb etmis

olsak kesrin kiymeti bozulmadig1 gibi mahrec de muntak bir hale

gelir.
2_ 2 2
V5 V5.5 5
Kezalik:
V2 ++5
Vi1 -6

ifadesinin mahrecini muntak kilmak i¢in mahrecin son haddinin
isaretini tebdil ederek hem surete, hem de mahrece darb etmelidir.
Yani sdyle yapmalidir:

(V2 +V5) V11 +V6) (V2 +V5) (V11 +V6)

WIT-VO)(VIT +V6) Atr 6
_ (V2+V5) (W11 +V6)
B 5

22. Kemmiyyat-1 muhdese hesabatina dair kaide-i kiilliye: Bu
babdaki kaide sOyle icmal edilir: “Kemmiyyat-i mevhime
hakkinda da, kemmiyyat-1 hakikaya ait, kavaid-i mu‘tadeyi tatbik
ediniz. Lakin su: v—1 rumuzunu, murabba’t: —1 olarak kabul
ediniz ve Oyle isti‘mal eyleyiniz.

23. Kemmiyyat-1 muhdesenin a‘mal-i erbaasina dair kavaid: Bu
a‘mal-i erbaa su asagidaki ayniyetlerle irae edilmistir:
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(1). (a+bi)+ (@ +bi)y=(@+a)+ (b+Db)i,

(2). (a+bi)—(@ +b'i)y=(@—a")+ (b—-Db")i,

(3). (a+ bi)(a' +b'i) = (aa’ — bb") + (ab' + ba')i,

@, a+ bi. _ (a+ bi)(a' —b'i) _ aa' + bb’ B ab’ — ba’ .
a' +b'i a'?+b'? a?+b? a?+b"?

Su yukariki ayniyetler kavaid-i umamiyyeyi icra ederek elde
edilmistir. Yalniz i? rumuzun yerine —1 alinmak sarttir. Taksim
ameliyatina gelince:

a + bi
a +b'i

kesrinin her iki haddini: a’ — b'i ifadesiyle darb ettik ki, mahrec
hakiki olsun. Bir de, goriilityorki, a + bi seklinde olan kemmiyyat-
1 mevhiime {izerine icra edilen ameliyyat-1 ibtidaiyye, ayn1 eskalde
kemmiyyat-1 mevhiime viicuda getiriyor.

24. Sifira miisavi olan kemmiyyat-1 mevhime: a + bi gibi bir
kemmiyyet-1 mevhiime, a ile b sifira miisavi olursa sifirdir.

25. Bir kemmiyyet-i mevhiimenin modiilii: Herhangi bir a + bi

kemmiyyet-i mevhimesinin modilii: Va? + b? ‘dir. Bedihidir ki,
bir kemmiyyet-i mevhiimenin modiilii sifira miisavi olunca o
kemmiyyet-i mevhiime de sifir olur.
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Not: 4

Bakiniz kemmiyyat-1 mevhiimenin pek biiylik bir faidesi de su
asagidaki ayniyetin viicuduna yardim etmesidir:

(Va2 + b2 — iy/c? + d?)?
= a? + b% — c? — d? - 2iy/(a® + b2)(c% + d?)

(Va?z + b% + ivc2 + d?)? = a? + b% — ¢? — d? + 2i\/(a® + b?)(c? + d?)
(a2 +b%+c?2+d?)? = (a?+ b2 —c?—d?)? +4(a? + b?)(c? + d?)

Lakin bu son haddi [ki sudur: 4(a? + b?)(c? + d?)] riyazi-yi esher
(Euler)’in meshur ayniyetine tatbik edelim:

(Euler)’in ayniyeti sudur:
(a? + b?)(c? + d?) = (ac *+ bd)(ad + bc)
(a* + b + c* + d?)?

= (a® + b? — ¢? — d?)? + (4ac + bd)?
+ 4(ad + bc)?

Bu son ayniyete tatbiken baslica su:
x? =y? +u?+v?
seklindeki muadelat-1 gayr-i muayyenenin la-yuadd halleri bulunur.

Ihtar: Ulim-1 riyaziyyenin her bahsi igin, miiteaddit ve muhtelif
emsile ve mesail halletmek kadar fikirleri tenvir edecek, zihinlere
kiisayis verecek higbir vasita yoktur. Oyle kupkuru tarifattan, can
sikic1 tafsilattan o kadar c¢ok faide beklemek abestir, kendini
aldatmaktir. Ben, tam “kirk dokuz sene” -bila-fasila- muallimlik
mesleginde bulundum ve el-an da bulunmak serefiyle miibahlyim.
Bu sézlerimi pek ¢ok tecriibelere istinaden sdyliiyorum.
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Iste, buna binaendir ki bu eserimin su son sahifelerini, miiteaddit ve
muhtelif mesail ve emseliye hasretmeyi ve bu vasita ile zihinleri
acmaya gayret eylemeyi vazife addettim.

Tatbikat / (Miiteaddid ve Muhtelif Emsile ve Mesail)
26. Numune olarak bir iki meseleyi ben halledecegim.
Misal: 5x+7y=29..(1)

muadele-i gayr-i muayyenesini a’dad-1 tamme olarak halletmek
matlib? Bu gayr-i muayyen, (Diyofant) muadelesini iic muhtelif
surette halledecegiz.

1°. Taksimat-1 miitevaliye tariki:
(1) muadelesinde x mechuliinii halledelim:

LVRQ 2
NEN

X

olup bu muadelenin sag tarafindaki ifadenin suretini mahreci
tizerine en kii¢ciik emsalleri alarak, taksim edelim:

4 -2y
z - (2)

xX=5—-y+

. A - 4-2y . ..
olur. Lakin x aded-i tdim olacagindan Ty ifadesinin de tam olmasi

zaruridir. Bunun icin p bir aded-i tdm irde etmek sartiyla:

4-2y
5 _p

farz ederiz.

Bundan y gayr-i muayyenini hallederek:
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_4-5p
Y=
olup taksim ameli icra edilerek:
p
y=2—2p—§ . (3

olur. Lakin y’nin de tam olarak kiymet almas1 zaruridir.

Bu halde, S bir aded-i tim olmak {izere:

p
— =9
2
farz olunarak:
p=2S

elde edilir.

Simdi, artik kesir halinde hi¢bir ifade kalmadigindan miisaviler,
(3) miinasebetinde mahallerine vaz* edilirse:

y=2—-45-5=2-5§
olup, bu da (2) miinasebetinde mahalline vaz‘ edilirse:
x=3+4+7S

elde edilir ki, muadele bu suretle halledilmis olur.
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Not: 5/ Kiistirat-1 Miitevaliye Temrinati

27. % seklinde, miisterekii’l-mizan bir kemmiyyetin kiistirat-1

miitevaliyyeye tevsi‘i su suretle de icra edilebilir.

Mesela % kesrini miitevali kesre tevsi‘ etmek icin 251 ile 764

adedlerinin kasim-1 miisterek-i a‘zamlarimi bulmak i¢in yapilan
(algoritma)y1 icra etmelidir; yani s0yle yapmalidir:

551 | O 3 22 1 ‘ 4 ‘ 2
764 251 11 9 2 1 WA
251 | 11 | 9 ‘ 2 1 ‘ 0 |
Bunlardan su kesr-i miitevali tahaddiis eder:
251 1 B
764 34 1 ;
22 + AVLA )
1+ —
4+ 3

251
764

miiteaddid takribi kiymetlerini veren kiistirdt-1 miircia‘y1 hesab

Bilakis, B miinasebati malum iken kesrinin mubhtelif ve

etmek matlib ise, (A) miinasebatindan su (algoritma) tertip
olunarak hesab olunur:

‘0 ‘ 3 ‘22 ‘ 1 ‘4 2
1 1 22 23 114 251
0 1 67 70 347 764

Iste burada
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1 22 23 114
3" 67" 70" 347

kesirlerinden beheri: % kesrinin takribi kiymetleridir.

28. v/40 kemmiyyetinin kesr-i miitevaliye tevsi‘i matlib? Bunun
icin, uzun uzun ameliyata hacet kalmamak iizere, (Madde 68)de
zikir ve ispat edilen gayet basit bir kanun mdcibince hareket
edilerek soylece tevsi‘e devam olunur:

1
V40 = 6 + =
X
V40 + 6 1
——=3+—
4 X
V40 + 6 1
— =12+
1
VA0+6 1
4 1\ o

6: 3, 12; 3, 12; 3, 12; ...

Burada goriiliiyor ki, 6 adedinden sonra, 3, 12 adedleri tekerriir
ederek devri teskil ediyorlar. Bu halde matlab tevsi‘ sudur:

1
V40 =6+ T




332

HESAB-1 NAZARIT

Bundan da su kiistirat-1 miircia‘ elde edilir:

’ 6 ‘ 3 ‘ 12 ‘ 3 12
1 6 10 | 234 | 721 | 8886
0 1 3 37 114 1405

Bu kiistirat-1 miircia‘nin birgok havassi varsa da en meshur
olan bir tanesini zikredecegiz:

pZ =Aq2 =i1

muadele-i gayr-i muayyenesine: (Pell) muadelesi derler ki, a‘le’l-
hustis (hesab-1 a’lada) da pek biiyiik ehemmiyeti vardir. Vakia ben,
bu muadeleyi (Gauss) nam riyazi-yi sehirin vaz‘ ettigi kavaide
tatbiken halledersem de, bu, kemmiyyat-1 asammenin kiistirat-1
miitevaliyeye tevsi‘t hallinde husile gelen kiisirat-1 miircia®
vasitastyla da halledilir.

Yukarda v40 kemmiyyetini kesr-i miitevaliye tevsi‘ etmis ve
bunun

olarak devir ettigini gormis idik.

Iste, devredenlerin son adedinden evvel gelen adede tekabiil eden
kesr-i miircia‘nin sureti ile mahreci, (Pell) muadelesini halle
yegane vasitadir.

Simdi deminki vV40’1in kesr-i miitevaliye tevsi‘inde buldugumuz
kiistirat-1 miircia® sunlar idi:
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‘ 6 3 ’ 12 3
1 6 19 132 | 721
0 1 3 37 | 114

Burada devreden adedler: 3,12 ... adedleridir. Bu devrin son adedi:
12°dir. Bundan evvel gelen aded ise 3’tiir. Iste bu ii¢ adedine

. . . . 19
tekabiil eden miircia‘: ?’dur.

Simdi (Pell) muadelesini yazalim:
pZ = AqZ =3 il

Burada A, cezri alman 40 adedidir yani A = 40’tir. 3 adedine

tekabiil eden miircia‘ da ? idi. Oyleyse:

dur.

Yukardaki muadelede miisavileri yerlerine koyalim:

19" —40.32 = +1
Yahut
361 -360=1
olur. Burada dikkat olunacak madde sudur:
Eger ? gibi alinan miircia‘, % miircia‘-1 izafiyyesinden itibaren tek

hanede yani tek sirada ise — ki 13—9 ticlincii hanede bulunmasiyla tek

hanededir. +1 ve ¢ift hanede ise —1 verir.
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Simdi, bu mithim maddeyi daha bagka bir sekilde tarif ederek
anlatalim.

Mesela, bir yerde:
x?—=28y2=1.. (k)

gibi bir muadele-i gayr-i muayyeneye tesadiif etmis olsak da bunun

hallini murat eylesek, evvel-emirde +28 ifadesini kiistirat-1
miitevaliyeye sdylece tevsi etmeliyiz:

1
V28 =5+~—
X
V28 +5 1 V28 +5
T -34+_ =3+
3 x' 3
V28 + 4 1 V28 + 4
=24 =2+
4 x" 4
V28 + 4 1 V28 + 4
TSk AR 3
3 xIII 3
V28 +5 1 V28 +5
1 xtv 1

Sonra, bu tevsi‘in devir etmeyen adedi ile devir eden bir takim
(fakat bu takimin son rakamindan sarf-1 nazar olunacaktir) alinarak
malum olan algoritma yapilir. Bu algoritmanin son kesr-1 miircia‘si
almarak bu kesrin sureti (x)’in ve mahreci de (y)’nin miisavisi
farz edilerek (k) muadelesinde yerine konarak hall-i matlib husile
gelmis olur.

Yani sdyle yapmalidir:

Burada devretmeyen 5 adediyle devredenin bir takim1 (son rakami
miistesna) olan: 3, 2, 3 adedleri alinir ve su:
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3]
V8]

w

7
1 3 7 24

(algoritm) yapilir. Bunun son miircia‘sindan su:

—2
127 —24%.28=16129 — 16128 =1

olup muadele halledilmis olur.

Halleri Matlib Mesail
Mesele 1:

x? —53y? = -1
muadelesinde x ile y mechullerinin cezirlerini bulmak matlib?
Cevap:

x=182 wve y=25
Mesele 2:
p*—3¢° =1
p ile ¢’nun cezirleri matlib?
Cevap:
p=2 ve q=1
Mesele 3:

27x — 19y = 43
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muadele-i gayr-i muayyenesinin kiisirat-1 miitevaliye ile halli
matlibdur?

Cevap:
x =19t — 16}
y=27t—-15
Yahut:
x=3+ 19t}
y=2+27t

Not:6 / A‘dad-1 Takribiyye Hesabati

29. Tarif: Miisterekii’l-mikyas bir adedin bir aded-i tdmla hasil-1
darbina, o adedin misli derler.

Sy NS %73 ) ¥ Y TN AT A
Misal: iy adedi, = adedinin mislidir. Zira:

15_3)(5
7 7

tir.
Bu tarif a‘dad-1 tammeye da samildir.
Mesela, 48 adedi, 12 adedinin mislidir. Ciinkii,
412 =48
dir.
30. Tarif: g miisterekli’l-mikyas malum bir aded farz olunsa,

miisterekii’l-mikyas iki adedin E’ya karib haric-i kismeti, siret-i
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miinasebette, yani sirasiyla, tertip olmus § adedinin misilleri

arasinda haric-i kismet-i hakikisi dahil en biiyiik mislidir.

Mesela, A ile B miisterekii’l-mikyas iki aded ve bunlarin haric-i

) n A
kismet-i hakikisi . olsun.

Simdi, bu haric-i kismeti su asagidaki silsilenin mubhtelif
adedleriyle mukayese edelim:

2p 3p 4p
e |

)

QI

Bu silsile, %’nun misillerinden miitesekkil olup na-miitenahi

tezayiid ederek gidebilir. Mademki bu silsile, p aded-i tAmminin,
sirastyla biitiin misillerini havi olarak la-yetenahi tezayiid
edebilmektedir. Mukayesemizde yalniz iki faraziyeye tesadiif
edebiliriz.

Faraziyelerden biri: ya g, bu silsilenin ? gibi bir adedinin aynidir.
Yani bu adede miisavidir veyahut g, bu silsilenin U;—p ile (a+ 1)§
gibi iki aded-i miiteakibi arasinda bulunur.

0;—” adedi, her iki halde de, %héric-i kismet-i hakikisinde dahil
‘Z—Ij’nin en yiksek misli oldugundan stret-i kat’iyyede su

miinasebatla gosterilebilir:

a

31. Tenbih: ?p adedi, % adedinden g’ya karib bir miktarda fark
ettiginden A ile B adedlerinin haric-i kismet-i hakikisine g’ye yakin

takarriib etmis oluyor. Suna dikkat edelim ki, eger
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oIS

ap
q

miinasebeti husile gelirse g’ye karib olan A ile B adedlerinin haric-

1 kismet-1 hakikisi %’den ibaret olmus olur.

Miisterekii’l-Mikyas Iki Adedin p/q’ya Karib Haric-i
Kismetinin Taharrisi

30. A ile B miisterekii’l-mikyas iki aded-i ma’lim, farz olunsun.

Simdi,

miinasebatina merbit C;—p adedini tayin etmek matlibdur.

Biliyoruz ki, § adedi bi’l-farz, malum oldugundan, ? adedinin

taayyiin etmesi a aded-i timminin bilinmesine vabestedir.

a adedini tamidigimiz gibi, bu adedi 5 ile darb ederiz. Bu vasita ile
taharri olunan takribi haric-1 kismeti bulmus oluruz.

31. Da’va-y1 Nazari: g’nun ma’ki{su olan % ile g darb edilerek
hustle gelen ;—Z adedinde dahil en biiyilk aded-i tdm, a’nin
miisavisidir.

Zira, yukarda:
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miinasebetini elde etmistik. Eger,
ap A (a+1p
a’'B” ¢
tic adedini % ile darb edecek olsak bu ii¢ hasil-1 darb ki sunlardir:

Aq

, 1
Bp a+

a,

Yine ayni miindsebati muhafaza etmis oluruz. Oyleyse su
miinasebat

<Aq< +1
a_Bp a

hustle gelir ki matliib da sabit olur.

Hata-y1 Mutlak

32. Tarif: Bir aded diger bir adede nazaran aded-i hakikidir denir;
eger ikinci aded birincinin takribisi ise.

33. Hata-y1 Mutlak: Fazlasiyla veya noksaniyla takarriib etmis bir
kemmiyyetin (I’errenr absolue — hata-y1 mutlak)1, bu kemmiyyet ile
kemmiyyet-1 hakikiyye arasindaki tefazuldiir.

Bu takdirce 60 adedinin birer kiymet-i takarrubiyyesi tasavvur
olunan 66 veya 54 adedlerinin hata-y1 mutlak1 6 adedidir.

Eger aded-i takribi, aded-i hakikiden kiiciik ise, hata: noksanina,
aksi takdirde fazlasinadir denir.

Yukariki misalde 60 adedinin takribilerinden 54 adedi noksanina,
66 adedi de fazlasina hatadir veya umumiyetle a ile bir aded-i
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takriblyi, A ile aded-i hakikiyi ve a ile de hata-y1 mutlaki irde
eylesek, eger bu hata noksanina ise:

A=a+a
Ve eger fazlasina ise:

A=a—-a«a
miinasebetleri husile gelir.

Ekseriyetle vukua gelir ki, hata da, aded-1 hakiki de mechul olur;
yalniz hatanin kendisinden diin olacak bir aded biliriz ki buna:
(gaye-i ulya) denir.

Mesela, bir thliin santimetreye miinkasim bir cetvel tahtasiyla
Olgiilmesini tasavvur edelim ve tiliin ucunun iki taksimat arasina
tesadiif ettigini farz edelim.

Bu halde, santimetreyi vahid-i kiyasi itibar edeceksek, adedi 1
noksanina bir hata ile, yok vahid-i kiyasiyi metre farz edersek,
0, 01 noksanina bir hata ile almis oluruz.

Iste burada hatd-y1 ulyd -metre vahid-i kiyasi olduguna gore-
—diir.
Umumiyetle farz edecegiz ki bir hatanin gaye-i ulyasi su: 10%

seklindedir.

Ihtar: Bu hesabat-1 takribiyye bahsi biiyiik bir bahistir. Bunun igin
ayrica, bagl basina kitaplar yazilmistir. Bizim buradaki tafsilatimiz
programimiz miucibince kafidir. Yalniz tatbikata gececegiz ki
tefhim-1 merama, tenvir-i efkara biiytik faidesi vardir.
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Muhtasar Darb Ameliyati

34. Darb-1 muhtasan tariften evvel, onun kolayca anlasilmasi i¢in,
darb amelini, daribin en yiliksek mertebesindeki rakamindan bed’
ile icra edecegiz ki bu ameliyat, darb-1 muhtasar hakkinda bir fikr-i
mahsis verecektir.

Mesela, 6,5432 adedini, 7,8542 adediyle darb etmek matlib olsa
ki bunun netice-i hakikiyyesi 51,39160144’tiir ve bunu da yiizde
bire yakin almak isteniyorsa, bu halde hesaba, hasil-1 darb-1
ciiz’lerden hustle gelen, 0,00160144 kismin1 katmazsiniz. Ciinkii
matlib yalniz su: 51.39 hasilin1 elde etmek idi.

Simdi, darb ameliyatini, su vech ile icra etmek lazimdir ki hangi
rakamda tevakkuf etmek icap ediyorsa o rakamin din
mertebesindeki rakamlardan tesekkiil edecek hasil-1 darb-1 ciiz’ileri
kale almayip hazf etmektir.

Fikirleri 1iyice tespit igin, evvelce mevzu bahis olan darb
ameliyatin1 cari olan usuliin aksine icra edelim, yani daribin sol
tarafindaki rakamdan baslayalim. Soyle yapalim:?

6.5432
7.8542
45.8024
523456
327160
261728
130864

51.39160144

25 Bu darb amelini icra ederken, daribi zihnen su sekilde farz ederek icra-y1 amel
etmelidir:

2+ 40+ 500+ 8000+ 70000
Burada nazar-1 dikkate alinacak yalniz sifirlardir ki hasil-1 darb-1 ciliz’ilerin ahad
mertebelerinin sirasini1 gostermeye yardim eder.
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Simdi, hasil-1 darb-1 matlibun atideki hasil-1 darb-1 ciiz’ileri
mecmuiundan bagka bir sey olmadiklarini tasavvur edelim:

45,80
5,23
32

2

51,37

Bu hasil-1 darba binde birler mertebelerinden husile gelen elde
birler — ki burada 2’dir — zam edilirse: 51.39 hasil-1 darb-1
matlibuna muvaffak olunur.

Burada, mademki binde birlerden kiiciik olan hasil-1 darb-1 ciiz’iler
alinmiyor, esna-y1 ameliyatta bunlardan sarf-1 nazar olunabilir;
yalniz binde birler mertebelerindeki eldelerden istifade edilmeli,
yani bunlar alinacak hasil-1 darb-1 cliz’ilere zam olunmalidir.

Soylece icra-y1 amel olunmalidir.

6.5 432
7.8 542

45.802 65432 ile 7°nin hasil-1 darb:
5.234 6543 ile 8’in hasil-1 darb1
327 654 ile 5°1n héasil-1 darb:

26  651le 4%in hasil-1 darb1
1 6 ile 2°nin hasil-1 darb1

51.390

Darb ameliyatina sdylece baslanip devam olunacak: Daribin en
yliksek rakami olan 7 ile madriib tamamen darb olunacak. Yalniz
suna dikkat edilmeli: Hasil-1 darb1 yiize karib almak matlib
olundugundan, 7’yi 2 ile darb ederek 14’ten hi¢birini yazmamali;
yalniz elde var 1 demeli ve 3 kere 7, 21 edip buna vahidi zam
ederek 22 dedikten sonra 2’yi hatt-1 ufki altina yazmali. Bundan
sonra bildigimiz tarzda darba devam ederek birinci hasil-1 darb-1
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ciiz’l olan 45802’yi hustile getirmelidir. Bu hasil-1 darb-1 ciiz’1
yazildiktan sonra, ikinci hasil-1 darb-1 ciiz’iyi teskil etmelidir.
Lakin bunda yalniz ii¢ rakamdan ibaret olan 654 adedini nazar-1
dikkate alarak 4’ten sonra gelen 3 adedinin yalniz 8 ile darbindan
hasil olan 24 adedinin ikisini elde var 2 diye 8 ile 4’iin hasil-1
darb1 olan 32 adedine zam ederek husile gelen 34’iin 4’iinii,
birinci hasil-1 darb-1 ciiz’inin 4hadd mertebesi alt hizasina
yazmalidir. Ve bu minval iizere devam ederek ikinci hasil-1 darb-1
cliz’1 olan 5234 adedi teskil edilmis olur.

Bundan sonra, madriibun 4 rakamini zihnen hazf ederek kalan 65
adedini, daribin iiglincii rakami olan 5 ile darb etmeli. Fakat yine
hazf edilen 4 rakaminin, 65’in 5 rakamiyla hasil-1 darbindan
tahaddiis eden elde 2 adedini daribin 5°1 ile 65’in besi ile hasil-1
darb1 olan 25 adedine zam ile hasil olan 27 adedinin 7 rakamini
evvelce bulunan iki hasil-1 darb cliz’inin ahad mertebesi alt
hizasina yazmalidir. Ve 27 adedinin 2 rakamu elde itibariyla sonra
gelen hasil-1 darba zam olunmalidir. Iste boylece devam edilerek
ii¢iincii hasil-1 darb ciiz’1 olan 327 adedi teskil edilmis olur.

Bundan sonra, yine madribun 65 kismindan 5, zihnen hazf
edilerek yalniz kalan 6 ile daribin 4 rakami ile darb ve buna hazf
edilen 5 ile 4’lin hasil-1 darbindan elde iki zam olunarak hustle
gelen 26 adedi de dordiincii hasil-1 darb-1 ciiz’1yi teskil etmis olur.

Burada ameliyat bitmis olacakti. Ciinkii madrGbun biitiin rakamlar1
kullanilmistir. Halbuki daribin 2 rakami1 daha kald1 ki hazf edilen 6
rakamina darb edilerek husile gelen elde biri, hasil-1 darb-1
cliz’ilerin ahad mertebeleri alt hizasina yazilarak ameliyata nihayet
vermek igin biitiin bu hasil-1 darb-1 ciiz’iler cem* olunur ve hasil-1
mecmiun bindeki rakami hazf edilerek matlib olan yiizde bire
karib 51,39 adedi elde edilmis olur.
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Tembih: Ameliyata soldan baslaylp saga dogru hareket
edilecegine, madribu daribin altina ma’kiis yazarak dogrudan
dogruya ameliyata devam etmek miicib-i siihtiilettir.

Iste, su tafsilat-1 hus@siyye nazar-1 dikkate alinarak, darb-1
muhtasar i¢in su asagidaki kaide kolaylikla anlagilir:

35. Kaide: (#)’ye karib iki aded hasil-1 darbinin kiymetlerinden

birini bulmak i¢in, daribin ahad mertebesini isgal eden rakamui,
madribun (n + 2)’nci asar rakami altina ve yine daribin agerat
rakamini, miat, ... ilh. rakamlarin1 4had mertebesindeki rakamin
sag tarafina sirasiyla yazmali; sonra, ondalari, yiizdeleri,
gosteren rakamlar1 da sol tarafa kaydetmelidir. Iste boylece darib,
madribun altina ma’kis olarak yazmis olduk.

Bundan sonra, daribin her rakamini, madribda iist tarafina gelen
rakamla darbdan baslayarak ve sagdan sola giderek, darb amelini
icra eylemelidir. Ve sonra, bu hasil-1 darb-1 ciiz’1leri, birbiri altina,
sag taraftaki son rakamlar1 bir hizada bir siitun teskil etmek iizere
yazip bu hasil-1 darb-1 ciiz’ileri cem* eylemeli.

Hasili, boylece husiile gelen mecmiun asar hanesinden (n + 2)
erkdm-1 a’sariyye tefrik edip wvirgiili oraya koymali; boylece
tesekkiil etmis adedin sag tarafindaki son iki rakami hazf edip
kalan son rakama vahid zam eylemelidir.

Bu kaidenin, iyice zapt edilmesi i¢in atide birka¢ misal tatbik
edecegiz:

Farz edelim ki,

74,632543926432 ile 314,159265358979

adedlerinin #’e karib bir hata ile hasil-1 darblarinin kiyem-i

takribiyyelerinden birini bulmak matlib olsun?
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Evvel-emirde daribin 4had mertebesindeki 4 rakamini,

314159265358979}

13462934523647 -~ (H)

Madrubun besinci asar mertebesi rakami olan 6’nin altina ve bunun
sag tarafina da daribin agerat mertebesini isgal eden 7 rakamini
yazariz; daribin sair erkamini da 4’{in sol tarafina sirasiyla kaydederiz.

Bu hélde (H) ile gosterilen tertibi viicuda getirmis oluruz. Simdi,

314159265
adedini 7 ile darb ederiz, su:

2199114855
(1)’nci hasil-1 darb-1 ciiz’isini elde ederiz. Ve
31415926

adedini 4 ile darb ederiz, su:

125663704

(2)’nci hasil-1 darb-1 ciiz’isini buluruz. Ve bu minval iizere devam
ederek su muhtelif hasil-1 darb-1 ciiz’1leri husile getiririrz:

2199114855
125663704
18849552
942477
62830
15705

1256

93

27
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Bunlar1 cem* edersek, su:
2344650499
adedini buluruz.
Bu adedin — sagdan sola dogru — bes asar rakamini tefrik ederiz:
23446,50499'u
buluruz.

Hasili, bu son adedin son iki rakamimi, hazf ve kalanmin son
rakamina vahid zam edersek nihayet su:

23446,505
adedini elde etmis oluruz.

Misal 2: 4,5267892 ile 0,056748 adedinin 0,01 karib hata ile
hasil-1 darbin1 bulmak matlabdur?

Tarif ettigimiz kaide micibince adedler sOyle yazilip darb
ameliyati icra edilir:

4.5267892
8 476500
2260
270
28
0.2558

Son iki rakam hazf edilip kalan adedin son rakami olan (5)e vahid
zam edilse 0,26 adedi, matliib olan hasil-1 darbdan ibaret olur.

Misal 3: 47,63958625 adedi ile 0,0067 adedinin Flo’e karib hasil-

1 darbin1 bulmak matlab?
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Tarif ettigimiz vech {izere, adedler su asagidaki gibi yazilip darb
ameli icra edilir:

47.63958625
7 6000

2856
329
0.3185

Son iki rakam hazf olunup kalan adedin son rakamina vahid zam
olunursa 0,32 adedi talep edilen adedden ibaret olmus olur.

Bundan evvel, (Sayfa 295%¢ ve Madde 26)da, bir misali ii¢ usul ile
halledeceg§imi vadetmis ve yalniz bir usul, yani taksimat-1
miitevaliye ile stret-i halli beyan etmis idim.

Simdi burada, kiistrat-1 miitevaliyeyi bir daha gozden gecirdigimiz
icin sira diger iki usuliin beyanina gelmistir.

Biz yine ayn1 muadele olan:
S5x +7y =29
miunasebetini ele alalim da o iki usulii de buna tatbik edelim.

2% Tarik: (Gauss)un miiteadilleri vasitasiyla hall: Burada
yukardaki farz olunan muadeleyi su:

5x =29 (muaddil 7)

miuteadiline tahvil ederiz.

26 By eserin Osmanlica metnindeki 295. sayfasina atif yapilmistir. Madde 26 bu
kitabin 328. sayfasindadir.
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Miiteadilin sol tarafindan 7 muaddilinin bir misli ve sag tarafindan
da 5 misli tarh edildikte:

(5—-7)x =29 —-35 (muaddil 7)
Yahut:
—2x = -6 (muaddil 7)
Veyahut:
2x =6 (muaddil 7)
Bu sebepten:
x =3 (muaddil 7)
Veyahut:
x=3+7m
olup x’in miisavisi asil muadelede mahalline vaz* edildikte:
5.3+ 7m)+ 7y =29
Yahut:
15+57m+7y =29
Veyahut:
5.7m+7y =14
olup tarafeyn-i muadele (7) ile taksim edilirse:
Sm+y=2
Yahut:
y=2-5m

olur.



METIN

Ihtar: Yukariki miiteadili halletmek icin muaddilin icap eden
misillerini zam veya tarh suretiyle kullanmis olduk. Bu hususu ve
buna ait daha bazi muameleler, yukarda [Madde 56]da beyan ve
ispat edilmisti. Oraya miiracaatla is anlasilir:

3% Tarik: Muadelede gayr-i muayyenlerin emsallerinin nispetini
kiisirat-1 miitevaliyeye tevsi‘ ile halldir.

Burada emsallerin nispeti: g veya: E’tir. Bu nispetlerden hangisi

alinsa matliiba muvafik ise de sureti mahrecinden biiyiik olani
intihapta daha isabet edilmis olur.

1 212
715 2|1
2|11 0
122
111 3|7
0P/ 12V1E

Son iki miircia‘nin ¢aprazlama hasil-1 darblarinin tefazulini
alirsak:

35=-27=+1 ..(a)
olur.
Simdi, asi1l muadele olan:
S5x +7y =29
ifadesine bakarak (a) miinasebetini tanzim edelim:

Evvela (a) miinasebetini 29 ile darb edelim:
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5.(3.29) + 7(—2.29) = 29

Bu miinasebete dikkatle bakilirsa, goriiliir ki, 5, asil muadelede
x’in emsali, 7 de y’nin emsalidir. Sag tarafindaki 29 adedi de asil
muadelenin sagindaki malum adedin aynidir.

Oyle ise burada

{x = +3.29} =87
y=-229) =-58

olmak zaruridir.

Burada x ve y’nin miisavilerinde bir eksiklik vardir. O da: x’in
miisavisine 7m ve y’nin miisavisine de 5m’nin zam edilmeleridir.

(130)uncu sayfanin nihayetlerinden bed’ ile (131)inci sayfa?’
takip edilerek bu hususun ispati anlasilacagindan, buna istinaden
bu zamlar1 ilave ederiz:

x=+4+329+7m
y=-229-5m
Veyahut:

x=4+874+7m

y =-58— Sm} - (B)

Lakin x ve y gayr-i muayyenlerinin ilk krymetleri daima modiilden
asagl bulunmak iltizam eylediginden, 87 adedi 7 modiiliine taksim
edilirse haric-i kismet 12 oldugu tahakkuk edip burada m = —12
alarak (B)de miisavisi mahalline vaz‘ edilse:

x=+87—-127=87-84=3

27 Bu eserin Osmanlica metnindeki 300. ve 301. sayfalarina atif yapilmistir. Bu
kisim bu kitabin 334. ve 335. sayfalarina denk gelmektedir.
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y=-58-5%x-12=-58+60=2

Simdi, muadelenin asil en kii¢iik kiymetlerine gore su suretler
intihaba sayandir:

{x=3+7m
y=2-5m

Mesele: Bir adamda 2 kilogramlik, 5 kilogramlik, 20 kilogramlik
veznlerden baska vezn yok. Halbuki 171 kilogramlik bir sey tartip
satacak; acaba kendinde mevcut bu {i¢ cins veznlerden kagar tane
kullanmak icap ediyor?

Hall-i Mes’ele:

Alinmasi lazzim gelen 20 kilogramlik veznlerin adedini x ile, 5
kilogramlik alinacaklarin adedini y ile, nihayet 2 kilogramliklarin
adedini de z ile irde eylesek, ber-miicib-i mes’ele:

20x +5y+2z=171
muadelesi husiile gelir.
Bu muadeleyi sdyle yazalim:
20x +5y =171-2z ..(h)

Bu muadelenin sol tarafi, 5 ile kabil-i taksimdir. A’dad-1 tamme
olarak muadelenin halli i¢in sag tarafin da 5 ile kabil-i taksim
olmasi zaruridir. Oyle ise:

171 -2z =0 (muaddil 5)
miiteadili husile gelir. Bu miiteadil soyle:

2z =171 (muaddil 5)
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yazilip sag taraftaki 171 adedini modiiliin ma-dinuna indirmek
icin bundan 5’in en yiiksek mislini ¢ikaralim: bakiye 1 kalir. Bu
halde miiteadil de su surete inkilap eder:

2z=1 (muaddil 5)
Bu miiteadilin sag tarafina bir muaddil zam edelim:
2z =6 (muaddil 5) olur.

5 ile 2 miitebayin oldugundan, miiteadilin her iki tarafin1 da (2) ile
taksim edelim:

z =3 (muaddil 5) olur.

Bu z’nin misavisini (h) ile irde olunan muadelede mahalline
koyup tarh amelini de icra edelim:

20x + 57 = 165

Iste, simdi muadelenin her haddi (5) ile kabil-i taksim
olundugundan taksim edelim:

4x+y =33 ..(k)

olur.
Bu son muadeleyi, miiteadile tahvil edelim:

y =33 (muaddil 4)
33’ten muaddilin 8 misli olan 32’yi tarh edelim:

y=1 (muaddil 4)
olup y’nin bu miisavisini (k) muadelesinde yerine vaz® edelim:

4x+1 =33

Yahut:



METIN

4x = 32
Yahut:
x=28
olup mesele su:
x=28
y=1
z=3

olarak halledilmis olur ki asil muadelede bu miisaviler mahallerine
konsa, hakikat-i hal tezahtir eder.

Ihtar: Mesele gayr-i muayyen oldugundan Ila-yuadd haller
bulunabilir. Mesela, evvelce:

z =3 (muaddil 5)
ifadesini bulmus idik. Bu miiteadil:
z=3+5m

miisavatina tahvil olunabilir. Burada m harfine istenilen kiymet
verilebilir. Yalniz m’nin kiymetiyle 5 darb edilip 3 de zam
olunursa bu mecmi 171 adedini gegmemeli; ¢linkii 0 zaman, gayr-i
muayyenlerden biri menfi olarak zuhur eder.

Eger terazinin esya goziine de vezn koymak caiz ise o zaman buna
da mesag vardir.
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Halleri Matlib Emsile ve Mesail 28
1) 20,7[7]x + 0,41y = 51,8[8]

Cevap: Bu muadele soyle de yazilir:

7o M 8467
9* T 1007 ~ 9”9

Tarafeyn-i muadele: 9.100 hasil-1 darb1 ile darb olundukta:

700x + 369y = 46700

Yahut:
700x = 46700 (muaddil 369)
Yahut:
7x =467 =98 (muaddil 369)
Yahut:
x =14 (muaddil 369)
Bundan:
x =14+ 369t
y =100 — 700t
olup bunlardan:
{x =14
y =100

kiymetleri istihsal olunur.

28 Bu misalleri ve meseleleri talebe kendileri halledecektir. Biz yalmz cevaplarini
yazacagiz. Bazilarinda da bir dereceye kadar yardim edecegiz.

2% Burada [7] 0,7 parantezli 7 bu adedin devrettigini ima eder. Yani su: 0,777...
muadelenin sag tarafindaki [8] de keza bdyledir.



@) 51[lx-412+2=0
Cevap:
x =9t
y = 1648 — 184t
t=123,..,8
x =9,181,27,...,72
y = 1464,1280, 1096, ..., 176
B x-y=6
x=y+6
Cevap:
y=1273,..

x=17809,..

) Bir aded bulunuz ki, 8 ile taksim edilirse 3 bakiye ve 15 ile

taksim olunursa 7 bakiye versin?

METIN

Cevap: Mechul olan aded x ile gosterilirse ber-miicib-i sual:

x=3 (8)30
x=7 (15)
Cevap: Birinci miiteadilden:

x=3+4+8m ..(k)

30 Syle bir: x = a(p) miiteddilinde (p) muaddildir. Muhtasaran: (muaddil p)

yerine kullanilmistir.
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alinip ikincide miisavisi mahalline konsa:
3+48m=7 (15)
Bundan:
8m =4 (15)

4 adedi (15) ile miitebayin oldugundan tarafeyni 4 ile taksim
caizdir. Oyle yapalim:

2m =1 (15)

Bundan:
2m=1+15=16 (15)

Yahut:

m =8+ 15t
m’nin misavisi (k)’da mahalline konsa:

x =3+ 8(8+ 15¢t)

olup halledildikte:

x =67+ 120t
olur. Meseleye tevafuk eden adedler:

x =67,187,307,427,547 ...

hesabsizdir.

C))

x—1 x—6
7 710

Wl R
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ifadelerini aded-i tam kilacak surette x gayr-i muayyenini tayin

etmek matlab?

Cevap: Yukariki ifadeler, a’dad-1 tdimme farz edilen: e,e’,e”

kemmiyyetlerine miisavi olarak soylece:

x—
3=
x—1
T =¢
XT6 -,
W I
yazilir veyahut:

x=0 (3)
x=1 (7)
x=6 (10)

olup gosterilen kavaid miticibince halledilirse:

x =36+ 210t
bulunur ki,

x = 36,246,456, ...
kiymetlerin en kii¢iigii 36 olmak sartiyla:
246,456, ...

gibi daha na-mahdid adedler meseleye tevafuk ederler.
(6)

x—1x—-2 x-—3
2 3 ' 5
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ifadelerini  a’dad-1 tamme kilacak surette x mechuliiniin
kiymetlerini tayin etmek matlib?

Cevap:
x =23+ 30t
(7
x—16 x —27
39 ' 56

ifadelerini a’dad-1 tamme kilacak surette x mechuliiniin
kiymetlerini bulmak matlib?

Cevap:
x = 1147 + 2184t

®

x—3 x—5x—-10
11 > 19 ° 29

Yukariki sartlarla halli matlib:
Cevap:
x = 4128 + 6061t

®

3x —10 11x+8 16x —1
7 ' 17 7 5

Yukariki sartlarla halli matlib:
Cevap:

x =211+ 595t
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10) xy=79—-(x+y)

muadelesinin, x ve y gayr-i muayyenlerinin a’dad-1 timme olmak
sarttyla halli matlib?

Cevap: Bu muadele soyle yazilir:

xy+y=79—x

Bundan:
_ 79 — x
Y= x+1
Veyahut:
=—-1+ il
Y= x+1

oA - 80 . ..
y aded-i tdm olacagindan: pry ifadesinin tam olmasi sarttir. Bunun

icin (x + 1)in 80 adedinin, kdsimlarindan birine miisavi olmasi
lazimdir.

80 adedinin kasimlar1 sunlardir:
1,2,4,5,8,10,16,20,40,80
Bu kasimlarin beheri: (x + 1)e miisavi farz edilerek:

80

=-1
Y +x+1

ifadesinden biitiin x ile y’nin kiymetleri istihra¢ olunur. Sdyle:
x+1=1,2,4,5,8,10,16, 20,40, 80.
x=0,1,3,4,7,09.

y=79391915,9,7.
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Bundan sonra kiymetler ma’kls olarak yani (x)in kiymetleri
(y)nin kiymetlerine, (y)nin kiymetleri de (x)inkilere tahavviil
ederek tezahiir ediyor. Nasilki son kiymetler boyle gelmistir.

Son kiymetlerden 9 adedi (x)in ve 7 adedi de (y)nindir. Halbuki
bunun {iist tarafina bakilirsa, bunun ma’ktsu goriliir. Yani x’in
kiymeti 7, (y)ninki 9°dur.

(11) Bir koyli, pazara yumurta gotiirlip satiyor;, eger
yumurtalarini on beser taneden satarsa kendisinde 4 yumurta
kaliyor; yok eger yumurtalarini on ikiserden satarsa kendisinde 10
yumurta kaliyor. Mevcut yumurtalar: da 100’den ziyade, 200°den
noksandir. Acaba ka¢ yumurtasi varmis?

Bu gibi mesailin hallinde, evvel-emirde, gayr-i muayyenin kiymet-i
asgariyyesi bulunur. Sonra meselenin icab1 kadar modiil, bulunan
kiymet-i asgariyyeye zam olunarak mesele, tam halledilmis olur.

Cevap: Meselenin icap ettirdigi miiteadiller sunlardir: (x) ile
yumurtalarin en kiigiik kiymeti farz edilir:

x=4 (15)
x=10 (12)
Birinciden:
x=4+4+15m ....(S)
olup, ikincide yerine vaz‘ edildikte:
44+15m=10 (12)
olur; bundan:

3m=6 (12)



METIN

Burada 3 ile 6 adedlerinin kdsim-1 miisterek-i a‘zamlar1 olan (3)
adedi modiil (12)yi de taksim ettiginden ciimlesini (3) ile taksim
edersek:

m=2 (4
olup bundan:

m=2+4t
olur.
(S) ile irde olunan miisavatta m’nin miisavisi mahalline konsa:

x =4+ 15(2 + 4¢t)

olup, bundan:

x =34+ 60t

olur. Meseleye tevafuk eden en kii¢iik kiymet 34’tiir. Buna (60)
modiiliiniin bir misli zam edilse 94 olur. Bu ise 100°den asgar
oldugundan meseledeki sarta tevafuk etmiyor.

Muaddilin iki misli olan 120 adedini 34 adedine zam edersek:

x = 154 elde edilir ki matlib olan 100°den biiyiik 200°den kiicilik
kiymet de budur ve bu aded, (15) lizerine taksim edilse bakiye: 4
olup (12) iizerine taksim edilse bakiye: 10’dur ki mesele seraitine
tamamen muvafiktir.

Bu halde: Koylii pazara 154 yumurta getirmis oluyor.

(12) Bir ¢ocuk ceviz oynayip kazandiktan sonra, bir koseye
cekilerek cevizlerini 13’erden istif ederse: 9 ceviz elinde kaliyor.
17’serden istif yaparsa: 14 ceviz elinde kaliyor. Cevizin mecmiu
da: 100’den ziyade, 400’den eksiktir. Acaba ¢ocugun kag¢ tane
cevizi varmig?
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Cevap: Meseleye tevafuk eden cevizlerin en kiiciik kiymeti x ile
irde olunsa, ber-micib-i sual:

x=9 (13)
x=14 (17)
usulii vech {izere halledildikte:
x =48 + 221t

Iste, meseleye tevafuk eden x’in en kiiciik kiymeti 48 olup matliib
olan kiymet-i hakikiyye de:

48 + 221 = 269

dur. Ciinki muaddilin 2 misli olan 442 adedi 48 adedine zam
edilirse 400’1 gecer, meseleye tevafuk etmez.

(13) Bir miralaydan alaymin kuvveti sorulmus; miralay su
cevabr vermis: “Adamlarimla 5’er 5’er, 6’sar 6’sar, 7’ser 7’ser
saflar tertip edersem, higbir kimse harigte kalmiyor. Lakin
11’erden saflar teskilinde 9 ve 13’er saflar tertibinde de 5 adam
haricte kaliyor.”

Miralayin su ifadesine gore, acaba mevcudu ne kadar imis?
Cevap: Alayin mevcudu x farz olunsa, ber-miticib-i mes’ele:
x=0 (210) 31
x=9 (11)

x=5 (13)

31 Bir aded: 5, 6, 7 ile kabil-i taksim ise, onlarmn misl-i miisterek-i asgarileriyle de
kabil-i taksimdir.

Bunlarim misl-i miisterek-i asgarileri: 210’dur. Buna goére miiteadiller tertip
olunur.
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olur.
Bu miiteadiller halledildikte:

x = 1890
bulunur ki miralayin mevcudu bu imis.

(14) Bir sarraf camekanindaki altinlar1 3’er 3’er sayar, nihayette
2 artar; 5’er 5’er sayarsa 1 artar; mevcudundan 6 lira sarf eder;
bundan sonra: 7’ser 7’ser, 11’er 11 er sayar, her ikisinden de 3 lira
elinde kalir. Acaba sarrafin kag liras1 varmis?

Cevap: Mevcut lirasinin adedini x farz edersek, ber-micib-i

mes’ele:
x=2 (3)
X = (5)
x=9 (77)
miuteadiller tahaddis eder.
Cevap:
x = 86 + 1155¢.

Burada baska sart kosulmadigi i¢in sarrafin su:
x = 86,1241,2396 ...
kiymetlerden biri kadar mevcudu olmak lazim gelir.

N = 13xy45z (15)
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adedini 792 adedi tamamen taksim ediyor. Acaba bdyle olmak
icin, bu adedde dahil x,y,z kemmiyyetleri hangi rakama miisavi
olmalidir? *

Cevap:
792 = 8.9.11
madriblarina ayrilir. Mademki N adedi 8 ile kabil-i taksimdir.
45z = 0 (muaddil 8)
olmak lazimdir.

Bu halde 45z adedi 8 iizerine taksim edilirse, anlasilir ki z rakama:
6’dan baska bir adede miisavi olamaz. Bu halde z = 6’dur.

Bundan baska 9 adedi ve 11 adedi i¢in su miinasebatin viicuduna
ihtiyac vardir:

1+3+x+y+4+5+6=0 (9)
6+4+x+1-5—y—-3=0 (11)
Yahut, birinciden:
x+y+19=0 (9
Bundan:
x+y=-1 (9)
Ve ikinciden:

x—y=-3(11)

32 Tahlilat1 gayri muayeneye ait mesailden, kabiliyyet-i taksim mesailine
gecmekte ne faide var? Tabiati taklid. Daima yek-ahenk seylerden insana
bikkinlik gelir. Miitenevvi seyler hosa gider. Birazdan yine bu bahse riici‘
edecegiz.



olur.
Bundan baska x + y mecmiiunda: a’zami
x+y=18, y=9, x=9
olmak lazim geldiginden:
x+y<19

Kezalik kiymet-i mutlakaca:

x—y <9
olmak zaruridir.
Bu takdirce:
x+y=28
Yahut:
x+y = 17,
x—y=-3
Yahut:
x—y=2§;

Bu miisavattan anlasiliyor ki
x,yvex+y
ayni cinstendir. Oyle ise:
x+y=8ilex—y=8
beraber giderek bundan:

x=8vey=0

METIN
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x+y =17 ile x—y=-3
beraber giderek bundan:
x=7 ve y=10

Bu ikinci miinasebat sayan-1 kabitl degildir. Bu sebepten matliib
aded su olmak lazim gelir:

1380456.



Soz ik

A

a‘dad: sayilar

a‘dad-1 aliye: transandant sayilar
a‘dad-1 mevhime: sanal sayilar
a‘dad-1 muhdese: sanal sayilar

a‘dad-1
sayilar

miikemmele: mukemmel

a‘dad-1 miisellesiye: tiggensel sayilar
a‘dad-1 miitehabbe: dost sayilar
a‘dad-1 tabiiyye: dogal sayilar
a’dad-1 tamme: tam sayilar
aded-i asli: asal say1

adla‘: geometrik sekillerin kenarlar:
ahad: birler

ahz: kabul etme

akvam-1 garbiye: batili kavimler
alayis: debdebe, tantana, gosteris
a‘le’l-ekser: ¢ok vakit, cokluk
a‘le’l-husis: hele, hususiyle, en ¢ok

alya: yiiksek yer, yiikseklik

a‘mal-i erbaa: dort islem

arz: en, geniglik

asamm: rasyonel

asgar: (daha, pek, ¢ok, en) kii¢iik
aserat: onlar

ati: 6nde, asagida

avdet: geri gelme, donme, donts
ayniyet: 6zdeslik

a‘zam: (daha, pek, ¢ok, en) biyuk

B

ba‘de: sonra

baki: artik, artan, fazla, geri kalan
bed’: baslama, baslay1g

bedihi: agik olan, besbelli
behemehal: herhalde, elbette, mutlaka
beher: her, her bir, her biri

ber-miicib: mucibince, geregince, uya-

rina gore

beyn: ara, aralik, arada, araya, arasinda
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bidayet: baslama, baglangic
bila-baki: kalansiz
bi’l-farz: farz ederek
bi’l-ispat: ispati ile

bi-mana: anlamsiz, manasiz

Cc

cem‘: toplama
cevelan: dolagsma, dolanma, gezinme
cezr: kok

cezr-i murabba’: karekok

D

darb: ¢arpma
darb-1 misterek: ortak carpan
da’va-y1 nazari: teorem

derg: sokma, arasina sikigtirma; topla-

ma, biriktirme

deruhde etmek: istiine alma, ytiklen-

me

dest-res olmak: cle gegirmek, elde

etmek, erigmek
di‘f: iki kati
dil: kenar
dithat: dahiler

din: altta, asagida

E

ebad-1 miitesaviye: esit uzunluk

el-an: gimdi, simdiki halde, hentiz, hala,

daha, bu ana kadar, su anda

emsile: numuneler, 6rnekler

emsal: katsayi, ka¢ misli alinacagim

bildiren say1
erkam: rakamlar

evvel-emirde: her seyden evvel, isin

baslangicinda

evzan: tartilar, agirliklar, olciiler

F

fazl: fazla, ziyade, artik baki
ferd: tek, cift olmayan
fevaid-bahs: faydal

fi’l-hakika: hakikatte, gercekte

G

gaye: limit

gaye-i ali: st limit

gaye-i sufli: alt limit

gayr-i kabil-i hall: ¢6ziimsiiz
gayr-i kabil-i ihtisar: sadelesmeyen
gayr-i muayyen: belirsiz

gayr-i musavat: esitsizlik

gayr-i misterek’il mikyas: es 6lci-

suz

H

hadd: oran veya denklem meydana ge-

tiren kisimlardan her biri, terim
hadd-i evvel: ilk terim

haiz-i ehemmiyet: chemmiyetli,

onemli



hamis: mektubun altina ilave edilen

yazi
haric-i kismet: boliim
héasil-1 darb: ¢arpim

hassa: bir kimseye ya da bir seye 6zel
olan nitelik, kuvvet, giig

hatt-1 ufki: yatay
havass: hassalar, keyfiyetler

havi: ihtiva eden, i¢ine alan, samil, kap-

layan, toplayan

hazf: aradan ¢ikarma, gikarilma, yok
etme, silme, ortadan kaldirma, gider-

me, digiirme
hiyel: oyunlar, aldatmalar
huddd: sinirlar

hutit: cizgiler

ibdal: birinin yerine digerini getirme

ibtina’: bir geyin tzerine bind etme,

kurma, bir seye dayanma
ictinab: sakinma, ¢ekinme, uzaklagma
idhal: dahil etme, iceri sokma

ifrag: kaliba dékme, sekillendirme, bir
sekle sokma

ifrar: firara mecbur etme, kacirma,
kacirilma

ifraz: bir butinden bir parc¢a ayirma,

ayirma, ayrilma

ihtisar: kisaltma, s6zii, yaziy1 kisaltma;
sadelestirme, basitlegtirme

ihzar: hazirlama, hazir etme, edilme

iktisab: kazanma, edinme
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ila-nihaye: sonuna kadar

ilm-i hesab: aritmetik

ilh: ila-ahir s6ztnin kisaltmasi
ilka’: telkin etme, ilham etme
iltizam: icap ettirme, gerektirme

imale: meyl ettirme, bir tarafa egme,

yatirma
intihap: segme, secilme, se¢im

iptidai: ilk ile ilgili, ilke mensup, ilk
derecede

irde: gosterme, tayin etme

irca: eski haline ¢evirme, cevrilme, geri
dondiirme

irtifa: yiikselme, ytkseklik

istidlal: bir delile dayanarak bir seyden
bir netice ¢ikarma, delil ile anlama

istihrag: cikarma, cikarilma, netice
¢gikarma

istihsal: hasil etme, meydana getirme,
uretme, elde etme

istikrai: timevarimsal
istilzam: gercktirme, gerckme
istintag: netice, ¢itkarma, ¢ikarilma

ittihaz: kabul etme

K

kabil-i taksim: bolinebilir
kaffe: hep, bitiin, ciimle
kaide: esas, temel; kural; taban
kaim: dik

karin-i kiram: serefli olanlar

kasim: bolen
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kasim-1 miisterek-i a‘zam: en biyiik
ortak bolen

kavaid: kaideler, usuller, kurallar

kaziye: is, husus, madde, mesele; dava;

6nerme; yardimeci teorem
kemmiyyet: say1, nicelik
kesr-i adi: bayag: kesir
kesr-i asari: ondalik kesir

keyfe-me’ttefak: nasil rast gelirse,
hangisi olursa

kezalik: keza, bu, bu da boyle

kiyem-i takribiyye: yaklagik kiymet-
ler, degerler

kutr: ¢ap

kiistirat-1 miitekaribe: yaklagik ke-

sirler

kiisirat-1 mitemmime: tamamla-

yan kesirler
kiistirat-1 miitevaliye: zincir kesirler

kiisayis: huzur, dinginlik

L

la-biidd: lazim, gerekli
la-yetenahi: sonsuz, sonu bulunmaz

la-yuadd: sayilmaz, sayilamaz, pek ¢cok

M

maada: -den bagka

madrib: ¢arpilan

madribat-1 asliyye: asal ¢arpan
ma-dan: alt, asag: derece

mahdud: sinirlanmig, sinirh

ma-kabl: 6n, ondeki, ustteki, gecmis;
bir geyin kendinden evvel olani

makstm: boliinen

ma‘kis: evrik, ters

ma‘lamat: bilgi

matlab: taleb edilen, istenilen, aranilan
sey

matrah: tarh edilmig, gikarilmig

matrihiin-minh: eksilen, kendisinden
bagka bir say1 ¢ikarilan

mebni: -den dolay1, -den 6tiiri

mecmiu: cem’ olunmus, toplanmas, bir
araya getirilmig

mecmiiu-u cebriye: cebirsel toplam

mecruh: cerh olunmusg, yaralanmaig

meczir: cezri, karekoki alinmig

mefraz: farz kilinmig

merbut: rabt

olunmus, baglanmas,

baglh

merfu‘: ref* olunmus, kaldirilmisg, yik-
seltilmis

mertebe: derece, basamak
mesaha-i sathiye: yiizélgimu
mesail: meseleler

mesahir: inli kimseler
meskik: siipheli

mesrih: gerh olunmus, aciklanmug,
uzun uzadiya anlatilan

mesrut: sart kogulmus, sarth, sarta
bagh

meyan: orta, ara, aralik

mezbure: adi gecen, yukarda soylen-
mis olan



miat: yiizler

miftah: anahtar

minval: tarz, yol, suret, sekil
misl: benzer, kat

muaddil: miisavi ve beraber kilan,
denklestiren (mod)

muadele: denklem

muédele-i gayr-i muayyene: belirsiz
denklem

muahharen: sonradan

muavene: yardim, yardim etme, yar-

dimar
mugayir: aykiri, uymaz, bagka ttrla

muhal: mimkin olmayan, olamaz,

olmaz, olmayacak

muhasip: muhasebe, hesap isglerini iyi
bilen

mubhit-i daire: dairenin cevresi

mahrec: payda, adi kesirde ¢izginin
altindaki say1

mukni: ikna eden, kanaat getiren,

inandirici
muntak: rasyonel
murabba’: kare
murakib: denetgi, kontrolor
mustatil: dikdortgen
mu‘tade: adet olunmus, aligilmig

mutasavver: tasavvur edilmig, tasar-

lanmuis, distinilmis
mu‘terize: parantez
miibahi: 6viinen

miibaseret: bir ise baglama, girisme
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miicmel: icmal olunmus, kisa ve az

sozle anlatilmig, 6z
miika‘ab: kip
miilhem: ilham edilmis
miinafi: zit, uymaz, aykir
miinavebeten: nébet ile, nébetleserek
miinkasim: boliinmiis

miintehi: nihayet bulan, sona eren, bi-

ten; son, en son; bir seyl tamamlayan
miircia‘: indirgen, rediktor
mirekkeb: bilesik
musavat: misavilik, esitlik
miisavi: esit, denk
miiselles: ticgen
miisteban: meydanda, agikta olan
miisabehet: benzeyis, benzeme

muis‘ir: ig'ar eden, haber veren, bildi-

ren, gosterge, belirteg
miistehir: meshur
miisterek’il mikyas: ortak dl¢iili
miisterek’il-mizan: ortak 6lgekli

miiteaddit: ¢ogalan, ¢ok, turli tirld,

bircok, birkag

miiteadil: teadul eden, birbirine denk

gelen
miteakip: birbiri ardindan gelen
mitebaki: baki kalan, gerikalan, artan

miitebayin: ortak bélenleri olmayan,

aralarinda asal

miitebayineyn: ortak bolenleri olma-

yan iki say1

371



372

HESAB-1 NAZARIT

mitehavvil: degisen, degisik, kararsiz;

degisken
miitenakas: gittikge azalan, eksilen
miutenaziran: simetrik olarak

miitevali: birbiri ardinca giden, art

arda gelen

miitevazi’l-mustatil:  dikdortgenler

prizmasi
miitezayid: ziyadelesen, cogalan, artan

miizdevig: eglenik

N

nakis: noksan, eksik, tam olmayan; eksi
na-mahdud: hudutsuz, sinirsiz
A o AT A
na-miitenahi: sonsuz
nazariyye: teori

nisf: yarim, yari

R

raci‘: geri donen; miinasebeti, ilgisi olan
ref: bir kuvvete yiikseltme

reh-giuzer: gecilen yol, yol usti

re’s: basg, kafa, tepe, ug, kose

revis: gidis, hal, tavir, tarz, tslup, tu-

tum, yol
ric‘iyye: ters yon, gerilek, geri giden
riyazi-i sehir: iinlii matematikei
riyaziyun: matematik alimleri
rumuz: remizler, isaretler

riich’: dénme, geri ddnme, cayma

S

salahiyyetli: yetkili

saniyen: ikinci derecede, ikinci olarak
sathi: ylizeysel

sehl: kolay

ser-name: mektup bashgi, bir taifenin

bag1
silsile: seri, dizi
silsile-i hendesiye: geometrik dizi
suret: pay
suret-i umumiye: genel hal
suver: suretler

siitbut bulmak: sabit olma, gercekles-

me, meydana ¢ikma

siihilet: kolaylik

S

sakirdan: 6grenciler

sakuli: diigey

sikar: av

suabat: subeler, boliikler, kisimlar

stimulli: kapsaml

T

taaddiit etmek: birden ¢ok olma, co-

galma, sayist artma
tabi-i adedi: sayisal fonksiyon
ta‘dad: sayma, sayim

ta‘dil: dogrultma, dogrulama, degisik-
lik



tahaddis:
¢ikma

ortaya ¢itkma, meydana

taharri: arama, aragtirma, aragtirilma,

aratma
tahdid: sinir ¢izme, sinirlama

tahvil: degistirme, degistirilme, cevir-

me, dondiirme
taht: alt, agag1

takaddiim: 6nce gelme, 6ce davranma,
ileri ge¢me, ileride bulunma

takarrib: yaklasma, yanasma, vakti
yakin olma

takarriir: sabit olmak, karar kilma
taksim: bélme

taksimat-1 miitevaliye: birbiri ardin-
ca yapilan bolmeler

ta‘mim: umumilestirme

tarafeyn: iki taraf, yanlar

tarh: cikarma

ta‘rifat: tarifler

tavzih-i meram: maksadi agiklama

tayy: dirtp bikme, dirilip bikilme,
sarma, katlama; atlama, tlzerinden
gecme

teadiil: beraberlik, denklik, birbirine
denk gelme

tebeddul: degisme, baska hale girme

tebeyyin: belli olma, anlagilma, mey-

dana ¢ikma

te’diye: Odeme, 06denilme, borcunu

verme
tefazul: fark, miktar fazlas1

tefehhiim: yavag yavas anlama, farkina

varma
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tekmil: kemale erdirme, tamamlama,
bitirme, bitirilme, tam, eksiksiz, bii-

tln, hep
temdit: uzatma, uzatilma, siirdiirme
temrinat: alistirmalar
tenakus: azalma, eksilme

tenkis: azaltma, kisma, indirme, eksil-

tilme

tenvir-i ezhan: zihinlerin aydinlatil-

masi

terekkup: karigip birlesme, meydana

gelme
terkim: yazma
teshil: kolaylastirma

tesmiye: ad koyma, adlandirma, isim

verme
tesvis-i ezhan: zihinleri karigtirma

tevakki etmek: sakinma, cekinme,

korunma
tevakkuf: durma, eglenme, bekleme
tevsi‘: genigletme, genisletilme
tevzi’: dagitma, dagitilma, ilestirme
tezahiir: meydana ¢ikma, belirme
tezayid: ¢ogalma, artma
tezyid: ziyadelestirme, artirma

tal: uzunluk, boy

U

uliim-u hakikiye: hakiki bilimler

ulim-u riyaziyye: matematik bilim-

leri
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Y

vahid: tek, bir

vahid-i kiyasi: birim
vasati: orta, ortalama
vasi: genis, acik, enli, bol
vaz‘ etmek: koymak

vazih: agik, meydanda, belli, kapal
olmayan

vech: yan, taraf, ylz, sekil
vehleten: birdenbire, ansizin

vezn: tartma, tartilma, tarti, agirhik

yekdiger: birbirini, bir taraf 6bur tarafi

Z

zahiri: goriinen, gortnirdeki
zaid: arti
zam: katma, ekleme

zehab: gitme, bir fikre, disiinceye
uyma; sapma

zevc: cift

zG-hudad-u kesire: ¢ok terimli



net Nadir; matematik, egitim, edebiyat ve siyaset gibi bir¢ok alanla ilgi

P

lenmig ve bunlarla ilgili gazete ve dergilerde pek cok yazi yazmig bir Osmanl

aydimdir. Darilfinun Fen Fakiiltesi'nde Sayilar Teorisi kiirsiisti profesorlugi de

yapmus olan Mehmet Nadir’in matematik cahismalarimin hemen tamamu sayilar

teorisi alaninda olup eserleriyle konuya orijinal katkilarda bulunmustur.

Elinizdeki kitapta, Osmanh Devletinin son dénem matematikgilerinden
Mehmet Nadir’in (1856-1927) Hesdb-1 Nazari adl sayilar teorisi kitabinin Latin

harflerine transliterasyonu ve degerlendirmesi yer almaktadir.

Nadir’in Hesdb-1 Nazari adli kitabinin, icerdigi konular ve konularin ele alinig

¢imi bakimimdan Osmanh topraklarinda sayilar teorisi alaninda bir 6rneginin
daha bulunmadigin séyleyebiliriz. Bu calisma ile alaninda uzman bir ilim
adami olan Mehmet Nadir ve onun degerli eseri ilim aleminin dikkatlerine

sunulmaktadir.
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