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Iklim degisimi, son yillarda etkisini 6nemli 6lgtide hissettirmeye baglamig ve iklim degisikliginin
su kaynaklarina etkilerinin ortaya koyulmasi ile ilgili bircok ¢aligma yapilmistir. Bu caliymalarin
¢ogunlugunda 6ncelikli olarak su miktarlarindaki degisim tizerine odaklanmilmig ve bu degisimler
miimkiin oldugunca sayisal olarak ortaya koyulmustur. Tklim degisiminin sulak alanlar ve
igsu ekosistemlerine yil icinde giren ortalama su miktari ve su girdisinin mevsimlere gore
dagihmim degistirebileceginden su ckosistemlerine 6énemli etkileri olmast beklenmektedir.
Havzalardan igsu ekosistemlerine giren su sicakhg ve kalitesinde degisimlerin de olmasi s6z
konusudur. Bununla birlikte hava sicakligindaki degisimler de su ekosistemlerinin su biitgesi ve
susicakhginda degisimlere neden olarak su ekosistemlerini etkileyebilmektedir. Ekosistemlerdeki
degisimler, ekosistemin dis etkenlere karsi tepkilerini de degistireceginden, mevcut veriler
lizerinde yapilan regresyon analizi veya duragan zaman serisi analizi gibi istatistiksel yontemler
ile iklim degisiminin etkilerinin ortaya koyulmasinda yetersiz kalacaktir. Iklim degisimi sulak
alanlar ve diger i¢su ekosistemleri i¢cin 6nemli bir baski olabilmekle birlikte, su titketimlerindeki
degisimler (6rnegin su ¢ekimleri) ve sisteme ulasan kirletici yiiklerindeki degisimler gibi bagka
baskilarin da altindadirlar. Bu nedenle de su ekosistemlerinin dogru yonetilmeleri i¢in kiiresel
bir bask: olan iklim degisiminin ve ¢ogunlukla yerel olan diger baskilarin su ekosistemlerine
etkilerini ayri ayr ortaya koyabilen hesap yontemleri ve araclarin gelistirilmesi 6nemlidir.
Bu bolimde bu amagla gelistirilecek simtlasyon modellerinin nitelikleri ortaya koyulacak
ve bu nitelikler dikkate alinarak iklim degisiminin sulak alan ve i¢su ekosistemleri tizerindeki
etkilerinin diger baskilarin varhiginda ayr olarak ortaya koyabilen analitik bir simiilasyon
modeli 6nerilecektir.
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Igsu ekosistemlert, Sistem dinamigi, Simiilasyon modelleri, Mekanizma tabanl modeller, Analitik giziimler
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Abstract

Climate change has begun to make its impact felt significantly in recent years and many
studies have been conducted to reveal the effects of climate change on water resources. The
majority of these studies focused primarily on the change in the amount of water and these
changes were put forward numerically as much as possible. Climate change is expected to have
significant effects on aquatic ecosystems as it may change the average amount of water entering
wetlands and inland water ecosystems throughout the year and the seasonal distribution of
water input. There are also changes in the temperature and quality of the water entering the
inland water ecosystems from the basins. However, changes in air temperature can also affect
aquatic ecosystems by causing changes in the water budget and water temperature of aquatic
ecosystems. Since changes in ecosystems will also change the ecosystem’s responses to external
factors, statistical methods such as regression analysis or stationary time series analysis on
existing data will be insufficient to reveal the effects of climate change. While climate change
can be a significant pressure for wetlands and other inland water ecosystems, they are also
under other pressures, such as changes in water consumption (for example water withdrawals)
and changes in pollutant loads reaching the system. For this reason, it is important to develop
calculation methods and tools that can separately reveal the effects of climate change, which
is a global pressure, and other mostly local pressures on aquatic ecosystems for the correct
management of aquatic ecosystems. In this chapter, the characteristics of the simulation
models to be developed for this purpose will be revealed and by taking into account these
characteristics an analytical simulation model will be proposed that can separately reveal the
effects of climate change on wetland and inland water ecosystems in the presence of other
pressures, taking into account these features.

Keywords
Inland ecosystems, System dynamics, Simulation models, Mechanistic models, Analytical solutions
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1. Giris

Iklim degisimi, son yillarda etkisini 6nemli 6lciide hissettirmeye baslamis ve iklim degisikliginin
su kaynaklarina etkilerinin ortaya koyulmasi ile ilgili bircok ¢alisma yapilmisti. McBean ve
Motiee, (2008) gibi bir¢ok caliymada hidroloji esash olmalar1 nedeniyle 6ncelikli olarak su
miktarlarindaki degisim tzerine odaklanmilmig ve bu degisimler mimkiin oldugunca sayisal

olarak ortaya koyulmustur.

Iklim degisiminin sulak alanlar ve igsu ekosistemlerine yil icinde giren ortalama su miktarin
ve su girdisinin mevsimlere gére dagilimim degistirebileceginden su ekosistemlerine 6nemli
etkileri olmasi beklenmektedir. Havzalardan i¢su ekosistemlerine giren su sicaklig ve kalitesinde
degisimlerin de olmasi $6z konusudur. Bununla birlikte hava sicakhgindaki degisimler de su
ekosistemlerinin su biitgesi ve su sicakhginda degisimlere neden olarak su ekosistemlerini
etkileyebilmektedir. Ekosistemlerdeki degisimler, ekosistemin dig etkenlere kars: tepkilerini de
degistireceginden, mevcut veriler tizerinde yapilan regresyon analizi veya duragan zaman serisi
analizi gibi istatistiksel yontemler ile iklim degisiminin etkilerinin ortaya koyulmasinda yetersiz

kalacaktir.

Iklim degisimi sulak alanlar ve diger igsu ekosistemleri icin 6nemli bir bask: olabilmekle birlikte,
su tiketimlerindeki degisimler (6rnegin su ¢ekimleri) ve sisteme ulagan kirletici ytklerindeki
degisimler gibi baska baskilarin da altindadirlar. Bu nedenle de su ekosistemlerinin dogru
yonetilmeleri icin kiiresel bir baski olan iklim degisiminin ve ¢ogunlukla yerel olan diger
baskilarin su ekosistemlerine etkilerini ayr1 ayr1 ortaya koyabilen hesap yontemleri ve araglarin

gelistirilmesi 6nemlidir.

Bu bolumde bu amagla gelistirilecek simtilasyon modellerinin nitelikleri ortaya koyulacak ve
bu nitelikler dikkate alinarak iklim degigiminin sulak alan ve ig¢su ekosistemleri tizerindeki
etkilerinin diger baskilarin varliginda ayr olarak ortaya koyabilen analitik bir simiilasyon
modeli 6nerilecektir. Béliimde ayrica 6nerilen analitik simiilasyon modelinin hayata gecirilmesi
ile ilgili uygulama orneklerine de yer verilecek ve degisik orneklerin girdi verisi ihtiyaglar

uzerinde de durulacaktr.

Su kalitesi modellemenin ilk yillarinda bilgisayar teknolojisi olmadig: ya da bilgisayarlar kolay
ulagilabilir olmadiklar icin geligtirilen modeller de elle ya da masaistii hesap makineleri ile
islem yapilarak sonug verecek yapidaydilar. Streeter ve Phelps (1925) ve Vollenwieder (1975)
gibi dogrudan uygulanmig eski modeller ve Thomann ve Mueller (1987), Chapra (2008) gibi
6gretim amagli ders kitaplarinda verilen bazi modeller bunlara 6rnektir. Bu modeller, ya analitik

¢oziimlere dayanan (6rnegin Streeter ve Phelps,1925) ya da regresyon analizi sonucu elde
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edilen (6rnegin Vollenwieder, 1975) matematiksel ifadeler olduklarindan, dig etkilerin sistemin
verdigi yamitin karsihign olan su kalitesini bilgisayar teknolojisinin nispeten erisilebilir oldugu
1960’1 yillarin sonundan itibaren ise model gelistiricileri tarafindan hem analitik ¢6ztimlerin
matematiksel zorluklarindan kurtaran hem de analittk ¢6ziimlerin mimkin olmadigi ¢ogu
ger¢ek durumda da uygulanabilir olan sayisal ¢6ziim tekniklerine dayali modeller kullanilmaya
baslanmisti. Bu modellerin tiim avantajlarina ragmen 6nemli dezavantajlar1 vardir. Hem
sayisal teknikler kullamlarak fonksiyonel ¢oziimler elde etmemeleri hem de dogrusal olmayan
yapilar1 nedeniyle odaklanilan su ekosisteminin girdileri ile ¢iktlari arasinda kesintisiz bir
¢ozim vermemektedirler. Bu durum degisik etkenlerin su ekosistemleri tizerindeki bireysel
etkilerinin dogrudan ortaya koyulmasim hemen hemen imkansiz hale getirmekte, dolayl

olarak ortaya koyulabilmeleri i¢in de ileri sayisal tekniklerinin kullanilmasim gerektirmektedir.

Bu bolumde, analitik ¢6ziimlerden esinlenilerek iklim degisikligi ve diger etkenlerin su
ekosistemlerine dogrudan etkilerini ortaya koyabilecek 6rnek modellerin yapilar tizerinde
durulmugtur. Modeller s1g sulak alanlar i¢in kurgulanmug olmakla birlikte, daha karmagik yapih

su ekosistemlerine de uygulanmalart mimkiindiir.

2. Basit Bir Kiitle Dengesi Modeli

Bu kisim; 6nerilen model yapisinin miimkiin oldugu kadar basit tanimlanan bir su ekosistemi

icin tim ayrintilar ile gdsterilmesini amaglamaktadir.

Ornek olarak verilen model kiitle dengesine dayanan mekanizma agirlikh bir modeldir. Kiitle
dengesi, kiitlenin korunumudur. Herhangi bir ekosisteme giren her atom madde (C, N, P gibi
besin elementleri ya da kirleticiler) ya ekosistemin digina taginir ya da ekosistem icinde bir
yerde bulunur. Ekosistem igindeki madde atom diizeyinde yok olmaz (atomlar ekosisteme
girigteki orijinal molekiillerden farkh molekiillere gegebilir). Eger s6z konusu elementler besin
elementleri ise, bu besin elementleri serbest (inorganik, ¢6ztinmiis, kullamilabilir) ya da bagh

(6l organik maddeye bagli ya da biyokiitle iginde) durumda bulunabilirler.

Ornek olarak, bir sulak alan ekosisteminin kisitlayici besin elementi iizerinden kurulan kiitle
dengesi verilmigtir. Ekosistem modeli kiitle dengesi ile Sekil 1’de verilmektedir. Ekosistem
konumsal olarak homojendir. Besin elementinin ise iki tirii vardir. Serbest besin elementi
(modelde AN ile gosterilmistir) su ortaminda bulunan ve birincil treticiler tarafindan dogrudan
kullanilabilen besin elementi tiirtidiir. Bagh besin elementi ise (modelde BN ile gosterilmistir)
hem biyokiitlede bulunan hem de organik madde iceriginde (6li biyokiitle ve c¢oztinmis
organik madde) bagli olarak bulunan besin elementini temsil etmektedir. Ekosistemler
cevrelerinden madde alirlar, gevrelerine madde verirler ya da tagmmim ile madde degis tokus

ederler. Ekosistemler maddeleri dontsttrebilirler.
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Sekil 2.1 Basitlestirilmis bir su ekosistemi ve kiitle dengest bilegenlert

Serbest ve bagl besin elementlerinin kitle dengelerinin matematiksel ifadeleri, sirasiyla
Denklem 2.1 ve Denklem 2.2°de verilmistir.
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dAN Wa,y Qinnae " ANyae  Qournak
dt = % v - v AN — kU - AN + kR BN
e Serbest Bagli
Serbest Havzadan Komsu su Komsu su besin besin
besin serbest ekosisteminden ekosistemine elementinin elementinin (Denklem 2 . 1)
elementi besin . serbest besin serbest besin biinyeye serbest
agisindan elementi elementi girisi elementi cikist alimi burakilmasi
i i irisi
ekosistemin girts Komsu su ekosistemi ile Serbest besin elementlerini
durumunda . £ 2o%tctvnd ; P i
birim serbest besin elementi degisimi etkileyen doniisimlerin
zamandaki timi
degisim
dBN Wagy Qivnae " BNnae  Qournae Vg BN
== 2 - -BN — “BN+ ky AN — kg-BN
At v 14 14 A Serbest Bagl
Bagl Havzadan Komsu su Komsu su Derin zzSie"s b agl t
besin bagl ekosisteminden ekosistemine sedimente elementinin elemiil;linin (Denklem 2 2)
elementi besin bagli besin bagli besin gomu_lerek biinyeye serbest .
agisindan elementi elementi girisi elementi gikist ek;ﬂ-"em alimi birakumast
ekosistemin girist Komsu su ekosistemi ile L;l\‘na Bagli besin elementlerini
durumunda o . P bagl . P .
birim bagli besin elementi degisimi besin etkileyen t"ion"u;umlerm
zamandaki elementi timi
degisim

cikist

Denklem 2.1 ve Denklem 2.2°deki ifadeler asagida verilmektedir.

AN

BN()

Wa

BN

Qouz NAE

QOUT, NAE
AN

NAE

BN,

NAE

: Birim hacimdeki ya da birim alandaki serbest besin elementi miktar1 ([M L))

: Birim hacimdeki ya da birim alandaki bagli besin elementi miktar1 ([M L))

: Zaman [T]

: Hacim [L7]

: Derinlik [L]

: Kara kokenli serbest besin elementi yuki [M ‘T

: Kara kokenli serbest besin elementi yuki [M ‘T

: Komsu su ekosistemine ¢ikig akim [L? T*]

: Komsu su ekosisteminden giris akim [L? “T]

: komsu su ekosistemindeki serbest besin elementi konsantrasyonu [M L)

: komsu su ckosistemindeki bagl besin elementi konsantrasyonu [M L]

: Gomitlme hiz1 [L 1]

: Serbest besin elementinin biinyeye alinma hiz1 sabiti [T"]

: Bagh besin elementinin birakilma hiz1 sabiti [T]

Denklem 2.1 ve Denklem 2.2 diizenlenerek Denklem 2.3 ve Denklem 2.4 elde edilir.
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dAN QourNaE Wauy | Qinsea* ANyag
ar —(T+ku)'AN+ kg BN +——+ v (Denklem 2.3)
QAN.AN QAN,BN Wan
dBN Qout,nag | Vspn Wagy  Qivnag - BNyag (Denklem 2 .4—)
=k AN—(T+ - +kR) BN+~ + ;
ABN,AN aBN BN WaN
Denklem 2.3 ve Denklem 2.4’te verilen kisaltma tanimlart a, o, @, o @pnane @pnee Wan VE

W, kullanilarak elde edilen diferansiyel denklem takimi (Denklem 2.5 ve Denklem 2.6) matris
biciminde yazilarak Denklem 2.7 elde edilir.

dAN
—dt = aAN,AN AN + aAN,BN -BN + WAN <Denklem 25)
dAN
—dt = aAN,AN AN + aAN,BN BN + WAN (Denklem 26)
i [AN _ AAN,AN QAN,BN . AN + WAN]
dt \BN ABN,AN ABN,BN BN Wen
Ekosistemin dis etkilere Ekosistemin Ekosisteme olan
gosterdigi tepkisel davranist durumunu dis etkileri temsil (Denklem 2 7)
temsil eden tepkimatrisi teMSil eden ¢ozim eden sabitler
vektori vektoria

Denklem 2.7 kararli durum' i¢in Denklem 2.8’e dontiigmektedir.

[oar Sanav), [N _ W) S

GBNAN ABNBN Wpn

Coztmi ise, 1ki tarafin negatif tepki matrisinin tersi ile carpilmasi ile elde edilir (Denklem 2.9).

AN = i (= [qann - caven]y . [l an ] (Denklem 2.9)

BN. apN,AN  4BN.BN Wgn

Negatif tepki matrisinin tersinin elde edilisgi Denklem 2.10°da verilmektedir.

' Bu terim gevre bilimleri ve miihendisliginde zamana gre degisken olmayan dus etkenlerin yeterince uzun siire etkisi altnda sistemin

lepkisinin de zamana gore degisken olmadige durum yerine kullammistv: Modelleme jargonunda sistemin stabil oldugunu ifade eden
kararl durum ile bir iligkisi yoktur:
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apn,BN _aAN,BN] (Denklem 2.10)

. QAN.AN QAN,BN —0BN,AN  QAN,AN
inv|— =
apNAN QBN,BN

- asN.AN QAN,BN
det a a
BN,AN ABN,BN

—QapnN,BN QAN.BN

QANAN * ABN,BN — QAN,BN “ @BN,AN QAN,AN " ABN.BN — QANBN " ABNAN| _ [MlAanan MiGyNBN
aBN,AN _aAN,AN miaBN'AN ml.aBN'BN

QAN AN " ABN.BN — Q4AN,BN ~ BN, AN AAN,AN " ABN,BN — @AN,BN ° ABN,AN

Bu durumda serbest ve bagh besin elementleri icin elde edilecek ¢céztimler Denklem 2.11 ve
Denklem 2.12°de gosterildigi bicimdedir.

AN = miaAN'AN . WAN =+ miaAN,BN . WBN <Denk1€m 211)

BN = miaBN'AN . WAN + miaBN'BN ' WBN (Denklem 212>

Denklem 2.11 ve Denklem 2.12°den de goruldigi gibi sistem kararlh duruma ulagtiginda
serbest ve bagh besin elementi konsantrasyonlar: ile temsil eden durumu yalnizca serbest
ve bagh besin elementi ytkleri ile temsil edilen dig etkenlere baghdir. Sistem girdisi ve ¢iktist
arasindaki, baglanti ise tepki matrisi tarafindan saglanmaktadir. Aym denklemler, ekosistemin
tepkisinin dig etkiler ile dengede oldugu duruma ulagtigini gostermektedir (Sekil 2.2). Sekilden
de anlagilabilecegi gibi bu tiirdeki analitik modeller yalnizea sistemin durumunu temsil eden
degiskenleri degil (bu modelde serbest ve bagh besin elementi konsantrasyonlari) degiskenler ile
ilgili taginim ve dontisiim proseslerinin bireysel katkilarini da ortaya koymaktadirlar.

Wa Q - AN Q
AN IN,NAE NAE OUT ,NAE
- = 22 AN+ ky-AN — kg -BN
174 174 174 el ol L Ity
Serbest Bagl
Havzadan Komsu su Komsu su besin besin
ser b?“ ekosisteminden ekosistemine elementinin Slementiii
besin - i - -
] X serbest besin serbest besin binyeye serbest
elementi elementi elementi -
girisi girisi clkist alimi birakilmast
EKOSISTEME SERBEST BESIN ELEMENTI EKOSISTEMIN TEPKISININ SERBEST BESIN ELEMENTI
UZERINDEN DIS ETKI UZERINDEN EKOSISTEM DURUMUNA YANSIMASI

SERBEST BESIN ELEMENTI iCIN EKTi=TEPKi

Wa -BN VB BN
VBN + QIN,NAEV NAE  _ QOUIT/,NAE BN + l;,]B[\ "BN— ky-AN + kg-BN
- - Serbest Bagl
HauZ(}dan Komsu su Komsu su Derin besin Basiii
bagli ekosisteminden ekosistemine Sé’d”]“’"“’ elementinin elementinin
besin baglt besin bagli besin gomiilerek biinyeye Sorbast
elementi elementi elementi cikist ekosistem alumi birakimast
girisi girisi disina
bagh
besin
elementi
cikist
EKOSISTEME BAGLI BESIN ELEMENTI EKOSISTEMIN TEPKISININ SERBEST BESIN ELEMENTI
UZERINDEN DIS ETKI UZERINDEN EKOSISTEM DURUMUNA YANSIMASI

BAGLI BESIN ELEMENTI iCiN EKTi=TEPKi
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midyy 4y = e AN

' Aan AN * AN BN ~ AN BN * (BN AN
Mityypy = By

' AANAN * ABN BN — (4N BN * ABN,AN
miagy oy = 2t A

' (an AN * Opn BN — Aan BN * ABN AN

, —0AN AN

midgy gy =

Oan 4N * AN BN — A4n BN * dBN AN

Ekosistem igindeki serbest
besin elementinin komsu =
su ekosistemine akist

Ekosistem igindeki baglh
besin elementinin komsu =
su ekosistemine akist

Ekosistem igindeki bagh
besin elementinin sedimentte
derine gomiilme ile sistemden tkist

Ekosistem igindeki serbest

OUT MAE

_ Qourmar

v = - (QDU";NAE + ku) Qv py = kR
Qourwae | Vsen
Ugyay=ky Qeypy = ‘( v + H + kg
W = Wayy | Quyvaz ' ANyag
AN 7 v
W = Wagy  Qivnae * BNyag
BNE T T

- (miagy - Wy +miagypy - Wpy)

- (miagy 4y - W gy + miagy gy - Wpy)

BBN . ,
—_ (mlaBN,AN Wy + miagypy - Wmv)

besin elementinin biinyeye = ky - (miagy gy Wy +miagy gy - Wpy)

alinmast

Ekosistem igindeki bagh

besin elementinin serbest = kg (miaBN,AN Wy +miagy gy WBN)
birakimast

Sekil 2.2 Kararli durum yaklagimna gore etki-tepki iliskiler:

Denklem 2.7°nin dinamik durum baska bir deyisle zamana gére degisken durumu i¢in ¢6zimii

ise daha uzun ve karmagiktir. Benzer bicimdeki diferansiyel denklem takimlan icin gecerli

analitik ¢dziim gruplarmnin elde ediligi Ek-A'da verilmektedir. Ek-Ada verilen ¢6ztim grubu

elemanlarindan gecerli olan1 Denklem 2.7 tizerinde uygulandiginda Denklem 2.13 ve Denklem

14’te verilen bigimlerde ¢oziimler elde edilmektedir. Coztimlerdeki terimler, Denklem 2.15 —

Denklem 2.28°de verilmigtir. Denklem 2.13 ve Denklem 2.14’ten de anlagilabilecegi ¢éztimler

hem baslangi¢ konsantrasyonunun hem de dis etkilerin fonksiyonudur.
AN(t) = AN * fan.an, () + BNo * fan,gn, () + Wan* fanw 1y (&) + Wan * fanwgy, ()

BN(t) = ANy * faw,an, (t) + BNy * fonan, (t) + Wan * fanw .y (£) + Wan - fanwy, (B

a -2
Mﬁ” - (exp(Aan *t) — exp(Ran - £)) + exp(Aan * )

t) =
fAN,ANO( ) AAN _ AB

QAN,BN

fangn, (t) = Ton — Apy . (exp (Aan " t) —exp(Agy - t))
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LT+y sy

Janw () = (exp(Aan - t) — exp(Ap - ) + @' anan - (1 - exp(Apy - 1))
Aan — Agy

Agy '
fanwgy @) = W' (exp(}-AN *t) - exp(Apy - t)) +a' vy (1 —exp(Ay t))
AN — ApN
fan,an, () = Aal?%é{v' (exp(an - t) — exp(Apy - 1))
-AN BN

a -1
fan.an, () = H (exp(Aan - t) — exp(Apy - 1)) + exp(Agy - £)

!
BN '@ BNAN

y)
fonw () = (exp(AAN “t) —exp(Apy - t)) +a' gy (1 —exp(Agy - t))
Ay = Agy

1+ Agy-a'
fanwgy () = o B, (exp(ay+t) - exp(Agy 1) + @'y * (1 - exp(Agy + 1))

AAN - ABN

__ aaNAN T XaNBN + Vky + k)2 +4 kg ky

Aang =
Ao = FANAN F ZANBN Vky +kg)? +4 kg ky
BN = 2 - 2
d _ OpN BN
ANAN = — . _ .
®ANAN * OBN.BN — @ANBN * XBN.AN
o _ @AN,BN
BNAN =
QANAN " XBN.BN — ®AN,BN " ABN,AN
o _ @AN,AN
BNBN = —
QAN,AN ' ®BN,BN — @AN,BN * ABN,AN
p _ QAN BN
X ANBN =

QAN AN " ABN,BN — @aN,BN " XBN,AN

Bu denklemlerde A, ve A, sistemin katsayilar matrisinin 6zdegerleridir.

(Denklem 2.17)

(Denklem 2.18)

(Denklem 2.19)

(Denklem 2.20)

(Denklem 2.21)

(Denklem 2.22)

(Denklem 2.23)

(Denklem 2.24)

(Denklem 2.25)

(Denklem 2.26)

(Denklem 2.27)

(Denklem 2.28)

Bu kisma kadar tiiretilen kiitle dengesinin temel ¢iktilar agagida siralanarak 6zetlenmistir:

Ekosistemin dig etkilere bir cevabi olarak durumu

Ttm kalemlerin ayr ayr ve sayisal olarak ortaya koyuldugu besin elementi muhasebesi

—  Su ekosistemine havzasindan giren besin elementi

Su ekosisteminden ¢ikan besin elementi

—  Su ekosisteminin i¢indeki besin elementi dénigtimleri
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Bu c¢iktilarin ikisi de su ekosistemlerinin mevcut durumlarmnin tamimlanmast ve ilgili su
ekosistemlerinin yonetilmesi i¢in 6nemlidir. Ancak bu iki ¢iktinin iki farkl yaklagim ile (kararl
durum yaklagimi ve dinamik yaklagim) elde edildigi unutulmamalidir. Bu nedenle, bu iki
yaklagimin da kargilagtirilarak farklarinin ortaya koyulmas: gerekmektedir.

Kararli durum yaklagimi ekosistemin uzun siireli ortalama durumunu ve besin elementi
biitcesini vermektedir. Sonugclar ise yalnizca herhangi bir dig etken altinda sistemin durumudur.
Sonuglarda zaman bilgisi yoktur (Sekil 2.3).

Ekosistemin
durumu

durumu
°

Ekosistemin

Ekosistemin
durumu

WAN,l WBN,l
4]
O
® AN ’
® BN Wan,z Wen,3

Sekil 2.3 Kararle durum yaklasim

Kararli durum analizinin ve elde edilen ¢iktilarin temel 6zellikleri agagida siralanmaktadir:
e Degisken dig kosullarda sistemin durumunda nasil bir degisim beklenebilecegini verir.
e Degisimin sayisal buytikliigiinii de verebilir.
e Girdi ve giktilan basittir ve analizin uygulanmasi nispeten kolaydir

e Ancak ekosistemin 6ngortlen duruma ne kadar siirede ulagsacagini vermemektedir.
Bu nedenle bir su eckosisteminin cis etkenler altindaki davramgmmin 6ngorilmesi
mumkindur ancak bunun ne kadar stirede gergeklesecegi bilgisi elde edilememektedir.

Dinamik yaklagim, ckosistem durumunun ve besin elementi biit¢esini zaman serisi olarak
verebilir. Sonuglar ise yalmizca herhangi bir dig etken ve sistemin analize baslanilan andaki

durumunun etkisi altinda sistemin durumunun zamana gore fonksiyonudur (Sekil 2.4).
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4 Gegis siiresi :

Ekosistemin
durumu

,Zaman

Wyn 2(t) Wey2(t)

Ekosistemin
durumu

< | Gegis sliresi |
£ | |
Z
s
8

Wan,1(t) Wppy1(8) =

——— AN  ————— Orijinal durum
—————— Gegis
BN W e Beklenen yeni durum

Wan3(t) Wpy3(t)

Sekil 2.4 Dinamik yaklagim

Dinamik durum analizinin ve elde edilen ¢iktilarin temel 6zellikleri asagida siralanmaktadr:

e Kararli durum yaklagimindan alinabilecek her ciktiyr verebilir, ancak sonuclarin
islemden gecirilmesi gerekebilir.

e Ekosistemin mevsimsel-periyodik davranigini verebilir.
e Gegis stresinin uzunlugunu verebilir.

e Ancak uygulanmast kararlh durum vyaklagmindan daha zordur, daha ayrintih

matematiksel yontemlerin uygulanmasim gerektirir’ ve daha ayrintul girdi verisi

gerektirir.’

Tiim goziim stirecinin Denklem 2.8 — Denklem 2. 12°de verilen kararl durum ¢iziimler: ile yalmizea sonuglanin izetlendigi Denklem
2.13 — Denklem 2.28 ve ¢oziim siirecint ayrintilary ile veren Ek-A karsilastinldiginda burada vurgulanmak istenen anlagilacaktur:

Girdi verilert (ornegin gevresel kosullar ya da digandan gelen besin element yiikii) kararle durum modellerinde oldugu gibi zaman
izerinden ortalamasy alinmug degerler yerine zaman serilert olarak modele girilmelidir: Bu durumda, matematiksel goziimler Denklem
2.13 — Denklem 2.28 ve Ek-A'da gisterildiginden daha da karmagik hale gelebilmektedin
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3. Iklim Degisiminin Su Ekosistemlerine Etkilerinin Ortaya Koyulmasi

Bu kisim; bir 6nceki bolimde 6nerilen model yapisinin® iklim degigiminin etkilerini de ortaya
koyulmasini saglayacak sekilde genigletilmesinin gosterilmesine ayrilmisti. Gerek konunun
anlatimini kolaylagtirmak gerekse bir kitap boliimii i¢in miimkiin oldugunca makul bir hacimde
kalabilmek i¢in, 6nerilen genisletmeler kararli durum modeli tizerinde gosterilecektir.

Iklim degisimi, yillik yagis ve yillik ortalama hava sicakhigindaki degisimler olarak ele alinacaktir.
Onceki paragrafta belirtilen nedenlerle model kararl durum yaklagimi ile kurgulanacag igin,
iklim degisiminin mevsimsel yagig ve hava sicakligi degisimi etkileri dikkate alinmayacaktir.

Yillik ortalama yagistaki degisim su ekosisteminde agagidaki degigimlere neden olacaktir

e Havzadaki yagis/akis diizeninin degismesi nedeniyle eckosistemine giren havza
kokenli yiizeysel akig degisecektir. Bu durumda su ekosisteminin ¢ikig akimi da
degiseceginden hidrolik bekletme stiresi degisecektir. Hidrolik bekletme stresinin
degismesi su ckosistemi i¢indeki tiim madde ve 1s1 tasimmin degistirecektir. Bunun
onemli bir etkisi, hava sicakhginin hi¢ degismemesi durumunda bile sistemin i¢indeki
tasinimin degismesinden dolay: su sicakhiginin degisecek olmasidir. Ayrica ¢ikig akimi
ve buharlagma dengesi de hava sicakhgindaki degisim haricinde degisecektir.

e Yiizeysel akigin degigmesi ayrica havza igindeki tasinim proseslerini (6rnegin erozyonu)
degistirecegi i¢in sisteme digaridan giren yikler de degisecektir.

Yilik ortama hava sicakhign degisiminin etkileri ise dogrudan su sicakhigr iizerinde olacak
ve buharlasmay1 da etkiledigi icin, yagis miktarinin hi¢ degismedigi durumda dahi tasinim,
su sicakligr ve hidrolik bekletme stiresine yukarida éngortlenlere benzer etkileri olacaktir.
Burada vurgulanmasi gereken, sulak alanlarin 1 su ekosistemleri olmasi nedeniyle 6zellikle
buharlasma sebebiyle su miktart hatta yillik su hacminin ve su sicakhilarinin bagil degisimine
diger nispeten daha derin olan durgun sistemlerinden (6rnegin ahgilagelmis géller veya baraj
golleri) daha siddetli tepki vermelerinin beklenmesidir’. Beklenen degisikliler incelendiginde;
serbest ve bagh besin elementleri i¢in 6nerilen kararli durum analizi modeli (Denklem 2.11 ve

Denklem 2.12) asagida verildigi gibi yazilmahidir (Denklem 3.1 ve Denklem 3.2).
AN(P,Ty) = miagy an(P, Tp) - Wan (P, Ta) + mican,an (P, Ty) - Wen (P, Ty) (Denklem 3.1)

BN(P,T,) = miagy an(P,T4) - Wan (P, Ts) + miagy gy (P, T4) - Wen (P, Ty) (Denklem 3.2)

Bu modelin gerek bir sulak alan ekosisteminin ¢ok basitlestirilmis bir temsili oldugu ve herhangt bir probleme dogrudan wygulan-
masimn ok dikkatli bir ¢aligma ile yaplmas: gerektigi agiktv: Ozellikle yasam bilimlerinde wzman olan birgok okuyucu tarafindan
da elestiriye hedef olmast olasidu: Ancak bu modelin kurulumundake amag, dogrudan bir probleme uygulanmasi degil, bu biliimde
anerilen genel bir model yapisimn degerlendirilmesidir:

Bu beklentiler ve benzerler: elbette sagduyulu birgok bilim insan: tarafindan da dile getirilmekle birlikte beklenen degisimlert sayisal
olarak ortaya koyabilmek pek kolay degildir ve iilkemizde bu tiir galismalar nispeten nadirdir: Bu nedenle de bu kisumda anlatilan bir
hesap aract yaklagumu orlaya koyulacaktur
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Bu denklemlerde, yagis hava sicakligi anlamindadir. Eger iklim degisimi sonucu yagiy hava
sicakhigr ise kadar degisiyorsa serbest ve bagli besin elementi degisimlerinin hesaplanmasi
icin, tam diferansiyellerinin almmas: yeterli olacaktir (Denklem 3.3 ve Denklem 3.4). Bu
denklemlerdeki “” diferansiyel operatorudir ve herhangi bir bagimh ya da bagimsiz degisken
yonundeki ¢ok kiiciik bir degisimi ifade etmektedir.

0AN (P, T, 0AN(P,T,
dAN(P,T,) = 6(}’ 4 ap 4 6(7‘A 4), dT, =
9 N, Ty ) ap+ (-2 ane, Ty - ar, =
P P, Ty ETA , Ta A=
(aP (mlaAN,AN(P Ta) - Wan (P, Ty) + miayy gy (P, Ty) - Wy (P, TA))) dP +
a . .
(ﬁ (mlaAN,AN(P- Ta) " Wan (P, Tp) + miasy pn (P, Ta) - Wan (P, TA))) (AT, =
5 - W (BT (Denklem 3.3)
( miasy AN( ) Wan (P, Tp) + micay an (P, Ta) - %
1 P,T, OWsn(P, T,
M -Wen (P, T + miaAN,BN(P-TA) . M . dP +
oP opP
aomi P,T, OWun (P, T,
Imiganan(P,Ta) Wan (P, Ty) + miagy an (P, Ty) - Wan (P, T2) +
BTA 4 BTA
ami P,T, oWgn(P, T,
%’V(‘*) « Wy (P, Ty) + miasy gy (P, Ta) - M -dT,
BTA aTA
00BN (P, T, dOBN (P, T,
dBN(P,T,) = P.T)  yp 4 IBNPTa) -dT, =
oP 0T,

a a
(a—PBN(P,TA)> -dP + <6T BN(P, TA)) -dT, =

( (miaBN,AN(P' Ta) - Wan (P, Tp) + miagy gy (P, Ta) - Wpn (P, TA))) -dP +

2 . .
(ﬁ (mlaBN.AN (P, Ta) - Wan (P, Ty) + miapy gy (P, Ta) - Wan (P, TA))) ATy =

OWan (P, Ta)

(ammBN an (P, Ta) *Wan (P, Ty) + miagy an (P, Ty) T' + (Denklem 34—)

dmiagngn(P,Ta)

Wiy (P, T,
- Wn (P, Ty) + miagy gy (P, Ty) - M) AP+

aP aP
omi P, T, oWy (P, T,
MIM Wy (P, Ty) + miagy an(P, Ta) - M
T, aT,
aomi P,T, oWspn (P, T,
%’V(“‘) - Wyn (P, Ty) + miagy gy (P, Ty) - M - dT,
0Ty 0Ty
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dAN(ET,)ve dBN(ET, ) sirasiyla serbest ve bagh besin elementlerinin degisimini temsil etmektedir
ve Denklem 3.3 ve Denklem 3.4 kullanilarak hesaplanabilmeleri icin mia{mm (BT,), mialw (BT,
) miayy (BT, ), may,, (BT, ), W, (ET,)ve W, (BT, ) ve ifadelerinin siirekli ve tiirevlenebilir
olarak ortaya koyulmas: gerekmektedir®. Bu fonksiyonlar iklim degisiminin yonlerini ortaya
koymakta, kismi ttrevler iki ayri iklim etkeninin serbest ve bagh besin elementlerinin toplam
degisimdeki etkilerini belirleyebilmekte ve herhangi bir £ 7 veri noktasindaki serbest ve bagh

besin elementlerinin konsantrasyonlarini dogrudan hesaplanabilmelerini saglamaktadir.

Bu amacla 6ncelikle Denklem 2.7°deki tepki matrisine yakindan bakilabilir (Sekil 3.1).

E AN] [aAN,AN aAN,BN] ‘ AN] i WAN]
dt BN apNAN  @BNBN BN Wgy
h-ﬂ . \*J
Ekosistemin dis etkilerd Ekosistemin Ekosisteme olan
o gosterdigi tepkisel davranisi dzérzémuny ) digetkileritemsil
/7 temsil eden tepki matrisi temsil eden gozum eden sabitler
y \ vektori vektori
‘ \
Qournae
- T+ ky kg
" _ (Qournag LTI

Sekil 3.1 ‘Tepki matrisine yakindan bakig

Modelin basit tutulabilmesi i¢in, su ekosistemi hacminin ve ¢tkelme hizinin yagis ve hava
sicakligindan bagimsiz oldugu varsayilirsa tepki matrisindeki debi ve kinetik terimler yagis ve/
veya hava sicakhigina baghdir (Sekil 3.2°de kirmuzi ile gosterilen ifadeler)

B (Qou;,NAE + ku) .

v
kU _(QOUIT/,NAE_l_ B},IBN_'_kR)

Sekil 3.2 ‘lepki matrisimin_yagis ve hava sicakhgina bagl terimlert

Sekil 2.6°daki kinetik terimler su sicakhgina dogrudan baghdir. Su sicakligi ise hem yagiga hem
de hava sicakligia baghdir. Bu durum Denklem 3.5 ve Denklem 3.6 ile ifade edilmektedir. Bu
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denklemlerde hava sicakhig, P ise yagis anlamindadir.
(Denklem 3.5)
kp=fiTw),  Tw=Tw(TaP) = kg = f1(Ty, P) (Denklem 3.6)

Yillik ky=f£(Tw),  Tw =Tw(TsP) = ky = f,(T,, P) ortalama cikig debisi i¢in, su ekosistemi

tizerinde bir su biitcesi yazilabilir (Sekil
3.3). Bu su biitcesinde sistemin yeralti suyu ile etkilesiminin 1s1 etkilesimi agisindan nétr oldugu
varsayillmigtir’.

Sekil 3.3 Su ekosistemi iizerinden yazilan su biitgest
QourNag + (Eag — P) - Agg = Qinwar + QinnaE

Qournae = Qinwar + Qinnag — (Eag — P) - Aygg

Suylzeyinden | (E, . — P)-Asg
net buharlasma

QourNaE Q
— INWAT
——
——
QinNaE

Sekil 3.3’te verilen su biitgest yagisa dogrudan baglhdir ¢tinkii biitcede yagis terimi dogrudan
bulunmaktadir. Buharlagma terimi E, . da su sicakhgma baghdir. A . ise ylzey alam
anlamindadir. Su sicakligr ise hem su biitgesinin kendisine hem hava sicakhigina baghdir. Bu
durumda su ytziinden buharlagsma i¢in Denklem 3.7 gecerlidir.

(Denklem 3.7)

Ewg =fTw)  Tw =Tw(TaP) = Esg = f3(Ty, P)
S on olarak da terimi havzadan gelen akist
temsil ettigi icin temel hidroloji bilgisi ve kurallar: dikkate alinarak Sekil 2.4 Dinamik yaklagim

Denklem 3.8 yazilabilir.
Qvwar = fa(Ta, P) (Denklem 3.8)

Denklem 3.7 ve Denklem 3.8, Sekil 3.3’te verilen su biitcesinde yerlerine koyulduklarinda,
Denklem 3.9 elde edilir.

QOUT,NAE = f4(TA' p ) + QIN,NAE - (fz (TA. P ) -P ) “Aug (Denklem 3.9)

7 Buvarsayim basitlegtirme igindir ve gergek bir galismada yapilp yaplamayacagina birgok vert analiz edilerek karar verilebilmektedir.
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Buna gore tepki matrist yillik yagisa ve yillik ortalama hava sicakhgina bagh yazilabilir (Sekil
3.4).

_ (ﬁ;(TA'p) + Qivvap *V(fs (Ty, P) — P) - Ay +fZ(TArP)) (T, P)

£,(T,, P) _ (ﬁ}(TA'P) + Qivwnag *V(fé TwP) = P)- A "B;}N +A(T, P))

Sekil 3.4 lepki matrisinin yillik yagis ve yllik ortalama swcakhga gire yazilmase

Oncelikle havzadan gelen toplam akigi veren bir ifade gerekmektedir. Bu amagla yillik
potansiyel evapotranspirasyon Coutagne® formulu kullanilarak hesaplanabilir ve dizeltilip
yillik gerceklesen evapotranspirasyona cevrilip yillik yagistan cikarilip havza alaniile carpilarak
yazilan bir ifade tiiretilebilir (Denklem 3.10)

1000 0.001
fa(Ta, P) = Qinwar = 265 . (p —CC, - (p — 081014 T . pZ)) “Aya (Denklem 3. 10)

Denklem 3.10)da P
yillik yagis (mm/yil), T yillik ortalama sicaklik (°C), A, Havza alani (km?) ve CC1 potansiyel
evaportanspirasyonu gercek evapotranspirasyona donigtiren ve birden kiigik olan bir
katsayidir. Havzadan cikip su ekosistemine giren debi ise m*/gtin biriminde hesaplanmaktadir.
Bir sonraki adim ise, hem su ytziinden buharlagmanin (ve dolayisiyla da su dengesinin) hem
de kinetik sabitlerin bagh oldugu su sicakhiginin hesaplanmasidir. Bu amagla Arceivala (2002)
tarafindan verilen Denklem 3.11? kullanilabilir.

1, = 2ag S Tat Quvwar Tin (Denklem 3.11)
Aue - f + Qinwar

Bu denklemde
: Sisteme giren suyun sicakligl (havzadan gelen akisin sicakligy) (°C)
: Ampirik bir oran sabiti (0,49 — 0,50 alinir)

anlamindadir. Sisteme giren suyun sicakhgl ise Stefan ve Preud’homme (1993) tarafindan
verilen Denklem 3.12 ile tahmin edilebilir.

Ty =5+ 0,75 T, (Denklem 3.12)

Denklem 3.12 ve Denklem 3.10, Denklem 3.11°de yerlerine koyuldugunda, Denklem 3.13 elde
edilmektedir.

8 Buna bezer birgok_formiil bulunmaktadur:

9 Bu denklem ashinda stabilizasyon havuzlar igin verilmis olmakla birlikte, 51§ ve nispeten kiigiik olan sulak alanlar igin de basit bir

model diizeyinde kullanimu wygundur:
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_Aap [ Ta+ fa(TaP) 5+075Tp) _

Tw Age f + fa(Ta P)

AAE'f'ﬂ*‘%'(P—CC1'(P—(m_?_'%%'lﬂ))'flwr(5+0.75'TA) (Denklem 3.13)

1000 [, o o 0001 )
Aue [+ 35 (P c¢ (P - ggroirT P )) Awa

Kinetik katsayilar ise Arrhenius ifadesi'” ile hesaplanabilir (Denklem 3.14 ve Denklem 3.15)
J1(Ta, P) = kg0 BkRTW_ZO (Denklem 3.14)
f2(Ta, P) = kyz0 " Oic, W™ %° (Denklem 3.15)

Bu denklemlerde, 6, ve 6, swakhk diizeltme terimleridar. Denklem 3.13, Denklem 3.14 ve Denklem
3.15°te yerine koyulunca Denklem 3.16 ve Denklem 3.17 elde edili

AnpfTatfa(TaP)(5+075T4) ,,
f:l(TAJ P) = kR,ZU ' BkR App' f+fi(T,P) (DCl’lle‘m 314—)

Aag'fTat+fa(Ta,P)(5+0,75T4)
fZ (TA: P) = kU,ZO . akU Apg'f+fa(TaP) 20 (Denklem 3.15)

Kinetik sabitlerden sonra, su ekosisteminden c¢ikis akiminin hesaplanabilmesi i¢in Sekil 3.3’te
verilen su biit¢esinin kurulmasi gerekmektedir. Bu amagla 6ncelikle su ytziinden buharlagma
hesaplanmalidir. Bu amagla da Raudkivi (1979) tarafindan herhangi bir sicaklik i¢in suyun
buhar basincin veren denklem kullanilarak Denklem 3.16 elde edilebilir.

B 17,27 Ty (Ta, P) 17,27 T,
s TP =Ky 459 (e"p (237,3 +Tw(TyP)) L P (237,3 n TA) (Denklem 3.16)

Doygun su yiizeyi ile doygun olmayan atmosfer
arasindaki su buhar basinct farki (mm Hg)

Denklem 3.16°daki terimi bagil nem, ise hem birim déntsiimi hem de su ytzeyi ile atmosfer
arasindaki taginimi saglayan bir katsayi'' anlamindadir. Denklem 3.13, Denklem 3.16°da yerine
koyuldugunda Denklem 3.17 elde edilmektedir.

' Burada modeli miimkiin oldugu kadar basit bir sekilde kurgulamak amacwla biyolojik reaksiyonlarin swcaklikla siirekli arthgim

varsayan Arrhenius ifadest kullammugtu: Bu reaksiyonlan sicakbk arttikga artturan ancak belli bir optimum sicakbk asildiginda
tekrar azaltan daha gergekgt ancak karmagik ve gok daha fazla sayida parametre gerektiren alt modellerin de kullanvme miimbkiindiir:

Bu ifade; Bowen oram, riizgdr hizi, suyun wse kapasitest gibe bagka etkenlere de bagh olmakla birlikte matematiksel anlamda bir
sabittir:
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1727 A f Ty + f(Ta, P) - (5 +0,75-Ty)
, A f+ T P) R (17,27-TA)
2373+ g T T+ RTLP) GH075-T) |~ P 2373+,
' A" [+ fo(Ty, P)

f3(TpP) =Ky | exp

(Denklem 3.17)

Denklem 3.10 ve Denklem 3.17, Denklem 3.9°da yerine koyulunca sulak alandan ¢ikig debisi
elde edilir (Denklem 3.18).

1000 0.001 2
QOUT,NAE =——-"|P—CC- (P—m'P ) “Ayy + QIN,NAE -

1727.Aag"f Ty + fo(TpP) - (540,75 -T,)
» AAE 'f +ﬁ;(TA,P) 17,27 . TA
—_ RL * exp g — —_ P . AAE
Ae [ Ta+ fo(Ta P)- 5 +0,75-T,) 2373 +1,
Agp [+ fu(Ty, P)

2373 +

(Denklem 3.18)

Bu agamada artik tepki matrisinin elemanlarim yagig ve hava sicakhginin fonksiyonlar: olarak
yazmak i¢in gerekli tim ifadeler elde edilmistir. Denklem 3 ve Denklem 4 kullamlarak, tepki
matrisinin elemanlarini veren Denklem 3.19 - Denklem 3.22 elde edilebilir.

Qournag
AN AN = — (—V + ku) = —Qournag — ku =

1000 0.001 Ayy Q@
-— P—CCI-(P—i.pZ) Awa | CINNaE
365 08+014-T v v

Age [ Ta+ (T, P) - (5+ 0,75 T,)
Aug |+ (T4, P) o (17,27-TA) INE
A [ Tat T P)-G+075 T | "+ #P\2373+T, v
Agp -+ fu(Ty, P)

17,27 -

KM *| exp
2373 +

Apg f-Ta+fa(TaP)(5+0,75T)
ky 20 Oy Aag fHfaTaP)

20

(Denklem 3.19)
Aup [ Ta+fs(TaP)(5+0,75T4)_,,

aanpN = kp = kg0 * Ok, Aapf+fo(TaP) (Denklem 3.20)
AAE [ Ta+fa(Ta,P)(5+0,75T4) 20 (Denklem 3.21)
aBN,AN = kU = kU,ZU - BkU Ape'f+f1(TaP)
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agNpN = — (QOUIT/ﬂ VB;N + kR) = _Q‘wsﬂ_ V_BI;N —kp =
1000 0.001 A Q
——. p—ccl-(p—i.,,z) Awa  Cwans |
365 08+0.14-T v 174
17.27 A f T+ (T, P) - (5+0,75-T,)
Ky - | ex ' A f + £ (T, P) —R -ex (M) _p | A
WP\ a7 3 o Aa L L+ BT P) - G075 T |~ P 23734, v
' Aug - f + f(T,, P)
VpeN Apg fTa+f (TP (5+0,75Ty) 20

Appf+f4(TaP)

— kg0 Ok,

(Denklem 3.22)

Bu asamada tepki matrisi, iklim degisiminin ana degiskenleri olan yillik yagis ve yillik ortalama
sicakligin fonksiyonlar: olarak elde edilmigtir. Benzer islemlerin ekosisteme dig etkileri (digaridan
giren serbest ve bagh besin elementi yiiklerini) temsi eden sabitler vektortine de uygulanmasi
gerekmektedir. Su ekosistemine disaridan giren yiikler havzadan akig ile tagmmaktadir.

Bu durumda, havzadan gelen serbest ve bagh besin elementi yiikleri i¢in Denklem 3.23 ve
Denklem 3.24 yazilabilir.

Wiy = QIN,WAT *CCn(P,Ty) 'ANWAT,REF =

1000 0.001

(Denklem 3.23)
365 (P ~ (P T08+014T, PZ)) Ay CCuy (P, Ty) - ANyar rer

Wgy = QIN,WAT *CCay (P, Ty)" BNWAT,REF =

1000 0.001

(Denklem 3.24)
= (P ~CCor (P~ GaromeT PZ)) Aya CCn (P, T,) BNy

Bu denklemlerde

AN pee ¢ Referans kosullarda havzadan gelen akigin serbest besin element

konsantrasyonu (g/m°)

BN, ppr  : Referans kosullarda havzadan gelen akisin bagh besin elementi

konsantrasyonu (g/m?)
CC (P, T,): Serbest besin elementi konsantrasyonu diizeltme faktoriint veren fonksiyon
CC, (P, T,): Bagh besin elementi konsantrasyonu diizeltme faktoriinii veren fonksiyon

anlammdadi. CC, (P, T) ve CC, (P, T,) fonksiyonlan tiiretilebilir olmakla birlikte

ifadelerinin burada gosterilmesi pratik olmayacaktir.
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Bununla birlikte okuyucuya ipucu vermek amaciyla asagida siralanan tespitler yapilmigtir:

e Bu fonksiyonlar, 6ncelikle havzadaki erozyona baghdir. Erozyon ise yuzeysel akisa

baghdir. Bu durumda
Q.1 debisinin en azindan dolayh ve dolaysiz akisa doniistiriilmesi distiniilebilir,

e Serbest ve bagh besin elementleri su ekosistemlerinde oldugu gibi, havzanin karasal
ekosisteminde de biinyeye alinmakta ve serbest birakilmaktadir. Bu etkilerin de ilgili
fonksiyonlara bu bélimde su ckosistem i¢in yapilan iglemlere benzer tarzda tiiretilerek
gomiilmesi gereklidir.

Bu agamada, Denklem 3.19 - Denklem 3.24, Denklem 10°da yerine koyularak sistem matrisinin
tersinin elemanlar elde edilebilir ve elde edilen elemanlar Denklem 2.11 ve Denklem 2.12’de
yerlerine koyularak herhangi bir ortalama yillik sicaklik ve yillik yagis icin serbest ve bagl besin
elementi konsantrasyonlar: hesaplanabilir. Eger sicaklik-yagis model uzaymimn herhangi bir
noktasi civarinda toplam iklim degisiminin serbest ve bagh besin elementi konsantrasyonlarina
etkisinin yontniin ve hava sicakligi ve yillik yagis icin ayr1 ayri yonlerinin verilmesi gerekmesi
durumunda aynmi denklemler Denklem 3.3 ve Denklem 3.4’te yerlerine koyulabilir. Bu son
islemin oldukca uzun ve zahmetli oldugunun g6z 6niinde bulundurulmalhdir.

4. Gosterilen Tekniklerin Daha Gergek¢i Su Ekosistemi Modellerinde
Uygulanmasi

Bundan onceki iki kisimda, miimkin olan en basit su ekosistemi modelleri tizerinden iklim
degisikligi etkisinin nasil belirletilebilecegi gosterilmeye caligilmigtir. Su ekosistemleri, ilgili
kisimlarda temsil edilen sistemlerden daha karmagiktirlar. Ornegin s1g bir sulak alan ekosistemi
en azindan kendi tabanindaki sediment ile etkilesimde olacak ve sedimenti i¢indeki kinetikler
su stitunundaki kinetiklerden farkli reaksiyon hizlarinda ilerleyecektir. Buna uygun ve yine
mimkiin oldugu kadar basit kurgulanmig bir model tiiretilmis sistem denklemleri ile birlikte
Sekil 4.1°de verilmektedir.

Bu modelin, kararli durum analizi i¢in analitik olarak ¢ozuimii yapilabilmekle birlikte ¢ok uzun
olacagl icin burada gosterilmeyecektir. Dinamik ¢6zim ise ise analitik ¢6zimin mumkin
oldugu son seviyedir. Dinamik analitik ¢éztimler 6zdeger ve 6zvektorlerin hesaplanmasina
baghdir ve 6zdegerlerin hesaplanmas: sirasinda bir karakteristik polinom elde edilmekte ve
karakteristik polinomum koklerinin bulunmas: gerekmektedir. Uzun ve karmagk olmakla
birlikte, dérdincii dereceden herhangi bir polinomum sembolik hesaplar ile koklerinin elde
edilmesi mumkiindir. Ancak Ablel-Ruffini (Ruffini, 1799 ve Abel, 1824) teoremine gére daha
yiiksek mertebeden polinomlarin kéklerini dogrudan veren ifadelerin elde edilmesi miimkiin
degildir. King (1996) bu imkansizligin agilmast i¢in bir yéntem énermekle birlikte ilgili yaklagim
halihazirda pratik degildir.
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Akis
M/aAN PVaBN
VW VW QOUT,NAE . AN.
w
Fuw - ANw Qour,vae BN
Serbest .~ Binyeyealma~~\ Basl —BNw _
besin b ' |p alkis @ £
elementi Serbest birakma | esin 12 N2 E
7=+ (BNy — BN) T BN, © ementil jceriakis § 3
W Us,BN Qinnae - ANy "0
SU Hs
QIN,NAE - BNNAE
E . | BLV : ky.s - ANg l v
Vs Serbest. m Bagh
besin Serbest birakma besin
elementi kns - BNg elementi
SEDIMENT
Derin :
sedimente | BEN . BN
gomiilme Hg
+
dANy1 [_ (k + Dys-A ) Dys-A ' 0 AN, 7 [Waw
dat "WV 05+ (Hy + Hy) Vig - 05+ (Hy +Hy) RW Vi
dANg Dyg' A Dys A Vg
TR (D =k +'—) —(k +—)-BN 0 ANg
dt | _ Vw* 0,5+ (Hy + Hs) ( US T Uy 0,5 - (Hy + H) ’w T w ) . 0
dBN, |~ v,
d—w ku,w - ANy 0 — (kR,W + H_S) 0 BN,, @
t » T
dBNs Vs Vg
i 0 ku,s He (kR,S +H5) BN »

Sekil 4.1 Taban etkilesimli sulak alan modeli

Ancak gercek modeller aslinda daha da karmagiktir. Ornek bir su ekosistemi modelinin
yalmizca kompartimanlart Sekil 4.2°de ilgili terimler ise Sekil 4.3’te verilmektedir. Sekilden de
goruldigt gibi model dogrusal degildir ve birden ¢ok besin elementi ve faktorin siirlayici bir
etkisi vardir. Bu durumda tam bir analitik ¢6ziim zaten miimkiin gérinmemektedir.

Minerallesme |
- PO.-P N Olu organik
{ L“ [ *|  karbon

I

Oli organik
H azot

Minerallesme

Olu organik

S ©
fosfor i lMineraI]egme £
_____ i
=
S
N 2
NH,;-N D — f D =
S
e
. 3
! £
Nitrifikasyon E =z
Genel birincil T CozUinmus
. e NO5-N "
flksasvgnu uretici karbonu 3 Denitrifikasyon oksijen
yapanbilen
birincil Uretici = : 4 R
irincil dretici [ D ——— S H HEE A
karbonu 5y LN
5 S Sy
S e
HEH
o
Cogalma i
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Proses Proses Hizinin Matematiksel ifadesi Birim
DOXY
" . (TEMP-20) . .
OIU Organik leNER,DRGN,ZO BMINER,ORGN DOXY + kHS MINER .DOXY DETN +
azotun K DETN gN-m™3 - gin™
i i - HS,DENITR ,DOXY
minerallegsmesi Soyc,penier * kpEniTR 20 - OFEME20) ST 2 — NO3N -
DOXY
Nitrifikasyon K oWEMP=20) . _____ T~ . NH4AN N-m=3 - giin-
Y NITR,20 " “NITR DOXY + kys nrr.poxy g g
- Kus,peniTr,poxy
Denitrifikasyon | k - gSEMP 20) . ____HSDENITRDOXY . Ng3N N-m3 - giin~
Y DENITR,20 * YpENITR DOXY + Kys penirr.poxy g g
DoOXYy
" . (TEMP —20) . .
Olii organik N T N ey F— P— DETP +
fosforun K DETP gP-m™3 - giin™
il i TEMP —20 HS,DENITR ,DOXY
MiNeraleSMeSt | So,coemer “koeweo OSENTR " DOXY + Kns ppnres pory 02" DETC
Atmosfer ile ks - (DOXYsyr — DOXY) 0, -m=3 - giin
havalanma IDOXYs4r : Cdziinmiis oksijenin sudaki doygunluk konsantrasyonu (g-m-?) 9% g
Oli organik
_ DOXY
karbonun Kningr,pETc.20 * Offinan coo DETC gC-m=3 - gin

NER,CBOD " POYY % b
. . ' DOXY +k
minerallegsmesi HS MINER DOXY

(TEMP—20) .. . ]
kerow cprc 20 - Ogppc crow - min(limugar grpc, limyur grpc) - GPPC

Isik sinirlama faktéra
Limyi6ur 6rpc =

Genel birincil
et D 2.718- I )’
treticinin kiil;my exp (_1; exp(—1-kg - 1-1)) —exp (—I A ) g€ -m=3 - giin~}
QogalmaSI E S,GPPC 'S,GPPC
Besin elementi sinirlama faktora
i . NH4N + NO3N PO4P
T = T b swgppe + NHAN + NO3N ' kys poppe + PO4P
Genel birincil
treticinin Kresp puyc,20 * Oxpen vpes) + GPPC gC-m=3 - giin™}
solunumu
Genel birincil TEMP—20 3
kpEarh Gppc,20 '91(>EATH,¢;pp)c *GPPC g€ -m=3 - giin~|

Ureticinin 6limi

(TEMP—20) | . (. .
kgrow Fixc 20 * Ogrow rixe - min(Uimyigur Fixc, limyyr pixc) - FIXC

Isik sinirlama faktora
”leaHT,lec =

Fiksasyon
yapan birincil 2.718 " foay . L o B L R
Ureticinin kg-H €*p Is rixc exp(=1 kg - H) exp Is Fixe gc-m gun
gogalmasi
Besin elementi
lim, — min kus,n Fixc PO4P
NUT.FIXC kusnrixc + NHAN + NO3N ' kys p rixc + PO4P
Fiksasyon
apan birincil . ~ o
Lretoinin Kagsn pixczo - OG5EME2D - FIXC [
solunumu
Fiksasyon
iri i TEMP —20, . L
yapan birincil | kpgars rixc 20 - O arn e - FIXC gC-m=3 - gim™}

mil

Sekil 4.2 Genel bir su ekosistemi modelinin kinetik kompartimanlar

Bu turdeki modeller s6z konusu olunca analitik ¢6ztimler yapilabilmesi i¢in 6ncelikle modelin
dogrusallagtinlmasi gerekmektedir. Dogrusallagtirma modelin zamansal ayriklagtirilmasi
sirasinda yapilabilir. Ornegin model Euler yéntemi gibi bir sayisal yontemle ¢oziiliicken her
zaman adimi i¢in ayri bir dogrusal denklem takimu tiiretilebilir. Daha sonra elde edilen homojen
olmayan dogrusal diferansiyel denklem takimi, 6zdeger yontemleriile ¢oztlebilir. Eger denklem
takimi 4 x 4’ten daha biiytik bir tepki matrisi iceriyorsa 6zdegerlerin ve 6zvektorlerin sembolik
olarak c¢oOzillmesi mumkiin degildir, ancak sayisal yontemlerle hesaplanmasi durumunda
analitik ¢6zimi mimkindur ve sistemin anlik durumu sistemin baglangic konsantrasyonlar:
ve dis etkenler tizerinden tanimlanabilmektedir.
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Terim Birim "g"! .durur.n Tanim
degiskeni
KMINER,DETN,20 giin™ DETN 20°C sicaklikta organik azotun minerallesme hizi sabiti
OMINER,DETN - DETN kuminer,pETN,20 iGN Arrhenius sicaklik dizeltme faktori
Knirr 20 giin NH4N 20°C sicaklikta nitrifikasyon hizi sabiti
Onirr - NH4N Knirr 20 iGin Arrhenius sicaklik diizeltme faktori
Kysnitrpoxy g O2m NH4N Nitrifikasyonda oksijen i¢in Monod yari doygunluk katsayisi
KpeniTr 20 giin™ NO3N 20°C sicaklikta denitrifikasyon hizi sabiti
OpeniTR - NO3N Kpenirr 20 iGin Arrhenius sicaklik diizeltme faktorii
Kys pENITR DOXY g O2m NO3N Deitrifikasyonda oksijen igin Monod ters yari doygunluk katsayisi
KMINER,DETP,20 gun DETP 20°C sicaklikta organik fosforun minerallesme hizi sabiti
OMINER,DETP - DETP kminer,pET P20 iGIN Arrhenius sicaklik diizeltme faktorii
ky giin”! DOXY 20°C sicaklikta havalanma hizi sabiti
KMINER,DETC,20 gun-’ DETC 20°C sicaklikta organik karbonun minerallesme hizi sabiti
OMINER,DETC - DETC kuminer pETC 20 iGN Arrhenius sicaklik diizeltme faktori
kerow 6ppc,20 gun-’ GPPC 20°C sicaklikta genel birincil Uretici gogalma hizi sabiti
Brow cpPC - GPPC kgrow Gppc,20 iGin Arrhenius sicaklik diizeltme fakt6rii
. Genel birincil Uretici gogalmasinda ¢éziinmus inorganik azot igin
.m-3
Knsnoerc gNm GPPC Monod yari doygunluk katsayisi
y Genel birincil Uretici gogalmasinda ¢éziinmus reaktif fosfor igin
.m-3
Kusraerc gPm GPPC Monod yari doygunluk katsayisi
KResp Gppc,20 giin GPPC 20°C sicaklikta genel birincil Uretici solunum hizi sabiti
BRrEsp.GPPC - GPPC kresp gppc,20 i6in Arrhenius sicaklik diizeltme faktori
KpEatH Gppc,20 gun GPPC 20°C sicaklikta Birincil tretici minerallegsme hizi sabiti
HDEATH,GPPC - GPPC kDEATH.GPPC,ZO I(}In Arrhenius sicaklik dizeltme faktora
Cozunmus inorganik azot kaynagi olarak amonyum tercih faktéri
NH4N + NO3N +
prefunan,pp - GPPC (kusnuan prer + NHAN) - (kys vuan prer + NO3N)
kys nHan,prer - NHAN
(NHAN + NO3N) - (kysnuan,prer + NO3N)
KHs NHAN,PREF gN-m?3 GPPC Amonyum tercihi igcin Monod yari doygunluk katsayisi
. 20°C sicaklikta azot sabitleyebilen birincil Uretici gogalma hizi
kerow Fixc 20 gin™ FIXC sabii 4 gog
Gcrow Fixc - FIXC kcrow rixc,20 icin Arrhenius sicaklik diizeltme faktorii
y Azot sabitleyebilen birincil iretici gogalmasinda ¢éziinmus
.m3
Kuswrixe gNm FIXC inorganik azot i¢in Monod yari doygunluk katsayisi
p Azot sabitleyebilen birincil Uiretici gogalmasinda ¢éziinmus reaktif}
.m3
Kuserixc gPm FIXC fosfor igin Monod yari doygunluk katsayisi
_— 20°C sicaklikta azot sabitleyebilen birincil Uretici solunum hizi
kREsp Fixc,20 gun FIXC sabiti
Oresp cppc - FIXC kgesp Fixc,20 i¢in Arrhenius sicaklik diizeltme faktori
KpEar Fixc 20 gun-’! FIXC 20°C sicaklikta azot sabitleyebilen birincil Uretici 6lim hizi sabiti
Opearh Fixc - FIXC kpEarn Fixc,20 i6in Arrhenius sicaklik diizeltme faktéri
Klorofil-A’nin 1s1k séniimleme katsayisi
4 2
ki m GPPC, FIXC kg = kg + (88-1073 - CHLA) + (5.4- 1072- CHLAE)
kpk m! GPPC, FIXC | Suyun klorofil A haricinde 11k séniimleme katsayisi
CHLA CHI’_": s | GPPC,FIXC | 1000 (Scuiacpuvc-GPPC + Scuvacrixc FIXC)

GPPC: Birincil Giretici karbonu, FIXC: Azot sabitleyebilen birincil tretici karbonu
DETC, DETN, DETP: Sirasiyla 6l organik karbon, azot ve fosfor
NH4N: Amonyum azotu, NO3N: Nitrat azotu

Sxy: X:Y stokiyometrik orani (model igin kiitle dengeleri kurulurken durum degiskenlerinin birbirlerini etkiledigi
proseslerde stokiyometrik oranlar dikkate alinmalidir)

Sekil 4.3 Genel bir su ekosistemi modelinin ekosisteme ozel parametre ve yardimer degiskenlert
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Bu ¢oziimler daha uzun olmakla birlikte, Denklem 13 - Denklem 28’de verilen ¢oztimlere
benzemektedir, yalnzca 6zdegerleri temsil eden ifadeleri kapalhdir. Genel bir durum igin,
béyle bir analitik ¢6zimiin tiretilmesi Ek-B’de verilmektedir.

5. Sonug¢lar

Kitap bolimi olarak yayinlanan bu ¢aliymada iklim degisikliginin su kaynaklari tzerindeki
etkilerinin, su kalitesi ve su ckolojisi acisindan sayisal olarak analizi edilmesini saglayan bir
modelleme yaklagimi onerilmigti. Onerilen yaklagim, giincel modelleme caligmalarinda
kullanilan ¢ogu su kalitesi/ ekolojisi modelinden farkli olarak analitik ¢éziimlere dayanmaktadir.
Calismada analitik ¢6ztimlerle su kalitesi ve/veya su ekolojisi ile ilgili durum degiskenlerinin
iklim degisiminin su kaynaklarina iki temel etki degiskeni olan yagis ve hava sicakliginin
dogrudan fonksiyonlaria nasil doniisttrilebilecekleri gosterilmigtir.

Kisim 2 ve Kisim 3’te de goruldiigu gibi, basit su ekosistemi modellerinin yagis ve hava
sicakliginin fonksiyonlar: olarak ifade edilmeleri uzun denklemlere déniismelerine neden
olmaktadir. ilgili denklemlerin dogrudan sunulmalarinin c¢ogu okuyucunun Onerilen
modelleme yaklagimim benimsememest riskini doguracaktir. Bu nedenle de ilgili kisimlarda
denklemlerin en sade hallerinden miimkin oldugunca adim atlanmadan turetiliglerine yer
verilerek 6nerilen yaklasimin yontemsel olarak takip edilebilmesine gaba gosterilmistir. Onerilen
model yaklagimimin yontemsel olarak takip edilebilmesi, ayni yaklagimin farkli arastirmacilar
tarafindan farkli modellere de uygulanabilmesini kolaylagtiracaktir.

Kisim 4’te, modelleme yaklagimimi gosterim amaci diginda kullanilabilecek daha gergekei
modellere yer verilmigtir. Analitik ¢6ziimlerin uygulanabilecegi son sinirlar ortaya koyulmustur
ve analitik ¢oziimlerin Gtesinde ayni modelleme yaklagimin uygulanabilmesi icin sayisal ve
analitik ¢6ziimlerin nasil birlikte kullanilabilecekleri yari-analitik yaklagim konusunda ipuclar
verilmig ve erilen ipuglarina dayanarak yapilacak arastirmalarin desteklenmesi amaciyla ilgili
yart-analitik yaklagimin analitik ¢6ziimi tiiretilerek tiim ayrintilar: bu bolimin eklerinde (Ek-
B) verilmistir.

Bu caliyma kapsaminda hentiz gerceklestirilmemis ancak iklim degisikliginin su ekosistemleri
uzerindeki etkilerinin ortaya koyulmasi acisindan 6nemli olabilecek ek calismalar ile ilgili
oneriler agagida siralanmugtir:

e Bu calismada, su ekosistemlerinin durumlarinin yagis ve hava sicakhiginin dogrudan
fonksiyonlarina nasil dontstiirtlebilecekleri ortaya koyulmus ve basit bir o6rnek
lizerinde gosterilmistir. Ilgili yontemde, yagis ve hava sicakhgindaki degisimlerin
etkileri deterministik olarak hesaplanabilmektedir. Ancak bu iki hidrometerolojik
degiskenin de rastlantisal 6zellikleri vardir. Bu durumda bu durumda sunulan yaklagim
genisletilerek yagis ve hava sicakligr olasilik yogunluk fonksiyonlar: kullanilip tretilen
bilesik fonksiyonlar ile daha ayrintih sonuglar veren hesap altyapilarinin olusturulmasi
miimkiindiir. Ozellikle dinamik modelleme yaklagiminda ilgili iklim degisimi etkilerinin
zamanda ilerleyislerinde ekosistem tepkilerinin mevsimsel periyot, genel iklim degigimi
egilimi ve rastlantisal degisimler ile ilgili bilesenleri ayr1 ayr1 ortaya koyulabilir.

345



Iklim Degisikliginin igsu Ekosistemleri ve Sulak Alanlar Uzerindeki Etkilerinin Analizi igin Bir Model Onerisi

e Ornek olarak verilen ekosistem modellerinde, canl bilesenler kapali kutu olarak
verilmigtir. Bunun nedeni ise, bu ¢aliymanin bir kitap boliimi hacmi ile sinirh olmasidir.
Sunulan yaklagimin temel bilegeni olarak gelistirilen modellerin genigletilerek su
ekosistemlerinin besin aglar1 igindeki canlhlar arasindaki etkilesimleri ve iklim
degisikliginin bu etkilesimleri hangi yonlere dogru ve hangi siddet ile degismeye zorlamig
oldugu gec¢mise yonelik tahminlerinin ve zorlayabilecegi gelecege yonelik 6ngoriilerinin
yapimalsini saglayacak hale getirilmeleri mimkiindir. Bu amacla kurgulanacak bir
modelin geligtirilmesindeki ilk adim olarak, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’te verilen genel amach
su ekosistemi modelinin Ek-B’deki analitik ¢oztimlerle uyumlu bi¢ime dontstiiriilmesi
ve hayata gecirilmesi 6nerilmektedir.
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EK-A Iki Dogrusal Diferansiyel Denklemden Olusan Sabit Katsayili Homojen
Olmayan Diferansiyel Denklem Takiminin Gézumii

Bu ekte, bu boliimde verilen iki degiskenli dinamik model i¢in elde edilecek sembolik ¢éztimler
problemden bagimsiz tiiretilmistir.

a Pl(t)l=[a1,1 1] Pl(t)l_l_lWl(t)
dtlP(8)] 21 @221 1P, (1)) (W,(2) (Denklem A.1)

t = 0;P(t) = Pyo; P,(t) = Py

P : Analiz edilen sistemin durumunu temsil eden zamana bagh, bagimli
degisken vektorii (durum degiskeni vektort)

t  :Zaman (bagimsiz degisken)

W : Sisteme zamana bagli olarak etki eden dis etki vektort

[01,1 a2

@1 @ 2] : Sistemin W dig etki vektortune tepkisini temsil eden matris.

Oncelikle, Denklem 1 homojen duruma getirilip (Denklem A.2) ¢oziilmelidir.

a P ()] _ @11 @127 |P(D)

dt P, (t)] - [a2,1 az,z] le(t) (Denklem A.2)
Bu amacla; oncelikle katsayillar matrisinin 6z degerleri sembolik olarak hesaplanmalidir.
Denklem A.1 g6z 6ntinde bulunduruldugunda 6zdegerler, analiz edilen sistemin zamana bagl
degisimlerini temsil eden bilesenlerin i¢inde bulunan sabitler olacaklardir.

det ([Z; Z: 2] 3) (1)]) =0 (Denklem A.3)
;=4 ey, 0 (Denklem A.4)

az1 (2 — A
(@1—2) (ag2—2)— a1z a3, =0 (Denklem A.5)
g Oy — Qg A=y A+ A2 -y, ay;, =0 (Denklem A.6)
2 —(ay+agy) A+ay; ap—ap az; =0 (Denklem A.7)
a1+ azo + \/(am + az’z)z —4- (11 A2 — 12" U21) Denklem A9

A =
1,2 2
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2 . . 2_4. . . .
A+t \/“1,1 +2 a0t @yt — 4ty t A

Ao =
1,2 2
(Denklem A.8)
A, = @iyt a2 a2 —2 @y @apt a2 H4 g (Denklem A.9)
’ 2
2
a1+ azz 1 [(@r1—az2) +4 a1 azs (Denklem A.10)
My = 2
Katsayilar matrisinin elemanlari olan a, |, a, ,, @, ,, a,, terimlerinin sayisal buyiikliikleri, analiz

edilen sisteme gore pozitif veya negatif olabilen herhangi sayisal degerler alabilmektedirler.
Bu nedenle Denklem A.10 ile hesaplanan 6zdegerler; \/((au - “2,2)2 t+4-a,," a, ) ifadesine
gore; sayisal butytklikleri birbirlerinden farkh iki gercek sayi, sayisal degerleri birbirlerinin ayni
tek gergek say1 ya da birbirlerinin eslenigi olan iki tane eslenik karmasik say1 olabilmektedirler.
Bu ti¢ durumun her birisi, Denklem A.2 i¢in farkh bir bi¢cimdeki bir ¢6ziime karst gelmektedir.

Durum I

5 2 ca '
Eger (a;-a,,)* + 4-a;,"a, >0 isc

Pi(t 128 v,

Ipigtgl =5, lvi iJ cexp(y ) +5,- Ivz ;J cexp(dy - t) (Denklem A.12)
P, (t S;v S,v

lPiEt% - [51 : vi] e+ [Sj vzil el 1) Denklem A1

Durum II
Eger (a,,-a,,) + 4-a,,a, =0 ise

10 P 2R . Y|, . Deklem A L4
Pz(t)l_sl l’h,zJ ey t) +5; le'ZJ t-exp(dy-t) (Denklem A.14)

IP1 ®] _ [51 V11 S3v31

B ' ) e : Denklem A.15
Py (t) 51-171’2] exp(ty t)+[52-v2,2J t-exp(d;-t) (Denklem )
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Durum III

o 2 . . :
Eger(a, -a,,)+ 4-a,,-a, <0 isc

2
_@matan Jl(am —az2) +4-are a2,1| g4z (Denklem A.16)
T2 2 B

2
_matag, J |(“1'1 — @) t4ran “2'1| (Denklem A.17)

1 =127 . gz
lggg =exp(g-t): (51 . IZEJ cos(z t)+5, lz:ﬂ sin(z* t)) (Denklem A.18)
i;gg = Bxp(g ' t) ' (Sj_ . IZi:J . COS(Z ' t) + Sz ' lz;;] ' Sin(Z ' t)) (Denklem A. 19)

S, ve S, terimleri, analiz edilen probleme gore degerler alacak sabitlerdir. Analiz edilecek
problemde, bagimsiz degisken zaman oldugu icin, bu sabitlerin ifadeleri baglangic kogullar:
kullanilarak belirlenecektir. Katsayilar matrisinin 6z vektoriu de zamana bagh olmadig i¢in,
sabit olarak verilebilmektedir.

B=S vlLl,y=S8"v,6=S,v,,&e=S, " v, tammlan yapilabilinir ve zamana
bagli olmayan sabitler olarak ve analiz edilen probleme goére degerler alirlar. Bu yaklagimin
ustinligli, 6z vektorlerin hesaplanmasimin zor oldugu durumlarda (6rnegin 6zdegerlerin
karmagik olduklar1 durumlarda) 6zvektorlerin hesaplanmasma gerek kalmadan denklem
takiminin ¢éztlmesinin miimkin olmasidir.

(Eger (ayq — az’z)z +4-a,5az, >0 ise
B-exp(Ay-t) + 8 -exp(Ay - t)
¥ exp(A, D) + £ exp(A, - t)

5 , .
Eger ((11’1 - a2,2) +4- xX12 "Azq = 0 ise

] B-exp(Ay-t)+6-t-exp(Ay-t) (Denklem A.20)
y-exp(Ay-t)+e-t-exp(d,-t)

Py () —
P,(t)

Eger (a;, — a2‘2)2 +4-a,a,, <O ise
exp(g-t)-(B-cos(z-t)+ 8- sin(z-t))
\ exp(g-t)- (v -cos(z-t) +e-sin(z-t))
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Denklem 20°de, Durum III i¢in verilen ¢oziimler;

exp(g-t) (B -cos(z-t) -8 -sin(z-1)) veexp(g-t)-(p-cos(z-t)+e-sin(z-{) daha
once benzer ¢oztumler igin verilen exp(g - &) - (- cos(z - t) - & - sin(z - 1) ) ve exp(g - &) - (p
- cos(z - t) - € - sin(z - t) ) formlaridan farkli gérinmekle birlikte, 5, p, 6, € probleme 6zel
sabitler olduklarindan + ve — igaretlerini temsil eden 1 ve -1 katsayilar: da bu sabitlerin i¢ine
gomiilu olarak tanimlanabilir.

Yaklagimin zayifligi ise, iki denklem ancak dort bilinmeyen olmasidir. Bu durumda iki baglangic
kosulu yeterli olmayacaktir. Iki kogul daha gereklidir. Bu kosullar ise, sistemin zamana gore
degisimini temsil eden tiirevler yardimiyla belirlenebilir. Buna gére 8, p, 8, & sabitlerinin
ifadelerini belirlemek icin gerekli dort denklemin tiiretilisi asagida verilmektedir.

Denklem I

t=0;P ()=P,,

P (0)=P, (Denklem A.21)

Denklem II

t=0;P,()=P,,

P,0)= P2,0 (Denklem A.22)
Denklem III
dPy(t
;t( ) =ay1P1(0) + ay, - P,(0) (Denklem A.23)
t=0
dP;(t)
dt =a11"Prot+az Pap (Denklem A.24)
t=0
Denklem IV
PO s PO + gz P20 (Denklem A.25)
t=0
dpr, (t)
;t =az1 " Pig+tazs Py
t=0 (Denklem A.26)
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Genel turetiligleri yukarida verilen denklemlerin ti¢ durum i¢in farkh ifadeleri olacaktir.
Baslangig kosullar i¢in Denklem A.28 elde edilmektedir.

2 .
rEgeT (al‘l - azlz) + 4 - allz " az‘l > 0 ise

B-exp(l,-0)+ & -exp(d;-0)
Y-exp(A,-0)+e-exp(l,-0)

o 2 .
Eger (al‘l - azlz) + 4 " allz " az‘l == 0 Ise

= B-exp(Q,-0)+8-t-exp(1,-0)

y-exp(l,-0)+e-t-exp(l,-0)

Eger (C(lll - a2'2)2 =+ 4 " a1J2 - O!2,1 < O iSE
exp(g -0) - (B cos(z-0)+ & -sin(z-0))
\ exp(g - 0) - (y-cos(z-0)+ - sin(z-0))

rEgeT‘ (a1,1 — azlz)z + 4 - a]_,z " a2,1 >0 ise
B+6
Yy +¢&

) B

14

5 . fd -
Eger (al,l — azlz) + 4 - al,z " az,l <0 ise

B

\ 14

Zamana gore tirevlerin ifadeleri, Denklem A.29’da verilmigtir.
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B2 -exp(A,-t)+6-2; exp(4;-t)
y-Ar-exp(A-t)+e-Ay-exp(Ay - t)

o 2 ,
Eger (al‘l - azjz) + 4 - a1’2 " a2’1 =0 ise

dP;(t)

dt B-2A-exp(A-t)+6- (A, +1)-exp(d, - t)

TT_ v A -exp(Aq-t) + e (A + 1) - exp(2, - 1)

5= 1 expdy . i (Denklem A.29")
N T

;t( ) Eger (ays — Olz,z)z +4-aip a1 <0 ise

B-exp(g-t)-(cos(z-t)-g—sin(z-t)-z)+
d-exp(g-t)-(cos(z-t)-z+sin(z-t) - g)

y-exp(g-t)-(cos(z-t)-g—sin(z-t) z)
grexp(g-t) (cos(z-t) z+sin(z-t): g)

Denklem A.29°da zaman yerine sifir koyulunca, baglangi¢ anindaki tiirevler elde edilmektedir
(Denklem A.31). Denklem A.21, A.22, A.24, A.26 ve Denklem A. 31 birlikte ele alinarak, 6z

degerlerin tiim durumlarinda, sabitlerini veren denklemler yazilabilir.

(Eger (ay, — az_z)z +4-a, a,, >0 ise
B2, -exp(d,-0)+ 8- 2, exp(4;,-0)
YA -exp(d-0) + &2, exp(d; - 0)

dP;(t) Eger (ay, — “2,2)2 +4 -y, ay, =0 ise (Denklem A.30)
dt t=0 B2 exp(A,-0)+ 8- (A, +1)-exp(A;,-0)
=4 YA rexp(Ay-0)+e- (A, + 1) exp(4; - 0)
dP t
;: ) Eger (alll - az'z)z + 4' * al'z * a2_1 < 0 ise
t=0 B-exp(g-0)-(cos(z-0)-g—sin(z-0)-2) +

§-exp(g-0)-(cos(z-0)-z+sin(z-0)-g)

y-exp(g-0)-(cos(z-0)-g—sin(z-0)-z)+
g-exp(g-0)-(cos(z-0):z+sin(z-0): g)

* (“1,1 - az,z) :

wzlenmagtir:

t4-a,, a,, <0durumuign ¢iziimiin irev fadesinin igin elde ediligi, asagida verilmekie olup, icin ayne adimlar

dP(t) d
dt ~ dt

d d
(exp(g ct) - (B rcos(z-t) + 6 -sin(z- t))) = E(exp(g “t)-B-cos(z- t)) + a(exp(g +t):8-sin(z- t)) =
d d
B- (E(exp(g < t) - cos(z- t))) +6- (E (exp(g < t) - sin(z - t))) =

B- (exp(g - t) -%cos(z- t) + cos(z-t) -;Texp(‘q . t)) +6- (exp(g -t) -%sin(z st) +sin(z-t) - %exp(g )| =

—pB -(exp(g-t)-sin(z-t)-z+cos(z-t)-exp(g-t)-g)+5-(exp(g-t)-cos(z-t)-z+sin(z-t)-exp(g-t)-g) =
B-exp(g-t)-(cos(z-t)-g—sin(z-t)-z) +5-exp(g-t) (cos(z-t) -z+sin(z-t)-g)
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. 2 .
Eger (al,l - azlz) +4 a2 a21 >0 ise

PA+6-1,
dPl(t) Y'Al+€'ﬂ.2
£=0 Eger (al’l - azlz)z + 4 : al’z : az’l = 0 ise

=3 B-Ai+6 (A +1)

dP, (t) Y diter(p+1)
dt
t=0 . 2 .
Eger (“1,1 - az,z) t4rap a1 <0 ise
p-g+é-z
\ ygtez

(Eger (a3, — az,z)z +4- a5 az, >0 ise
B+d&=P,
Yy +e=Pq
A "B+ A8 =as1-Prot+aipx-Prpo
A1y + Az e=az1 Pio+azz-Pao

Eger (a11 — a2,2)2 +4 a1, a1 =0 ise
B = P10
] Y =Po
A B+Ax2+1)- 8 =ay1-P1pot+aizPap
A v+ Qa+1)-e=az1 Pipo+azz P

- 2 .
Eger (a11 — a22) +4-a1z2-az1 <O ise

B =Pipo

Y=P2,o

g-B+z-8§=oa11 Pio+aiz P
\ gytz-e=az, Pigt+azs Py
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2
rEgier (al_l — az,z) +4- Q1,2 " q21 >0 ise
a1 — A2 1,2
=Pio-———+P
B YO A =2, 204 =1,

_ i “1,1—)-2 —Qq2
§ =Py (1_ﬁ)+P20 =1,

A
e=Py- z—f“’zo (r-%=22)

(Denklem A.33'%1%1)

Eger (a1, — az_z) +4 ;5 a,, =0 ise

) B =P
Y =Pypo
a A a
§=Puo T + P20 3, 11
21 “2,2—11

&=Puo 51+ Pao Th T

Eger (a;1 — az,z) +4- a1, a4 <0 ise

B = Pl,O
v =P
a g a

5=P1,0'%+P20 ;2

| 8=P1_0.%+P2,0.M
Y (a,-a,,)’*+4 a,, a,)>0 durumuigin
Senklem I ve IT duzenlenerek 6 P, ﬁ, - suasyla Senklem 111 ve S enklem 1V te yerine koyuluca elde edilen

A BrA, (P ,-B)=a, P, ,ta, P, ve/l “p+A,(P,,-y)=a,, P, ta,, P, denklemleridizenlenip,
(/11-/12)',8=P1}0'(a1)1-/12)+a1)2 0 ve(/l /1) y=a,, P, +P0 (a“-/l) swraswla B ve p sabitleri bu
denklemlerin sol taraflarinda yalmz buakilarak, 5 = A (/1 /1 ,)+ P, a,,l (A, -4,)vey=P_1,0a_21/
(A_1-A_2 )+P_2,0-(a_2,2-A 2)/(/1 1-A1.2) sabztlmdm zkmmn ifadest elde edilr: ,B ve p temmlm 5 =P,,-pe=P,,-p
yerlerine koyulunca; 6 = P, - P, - (@, - A) I (A,-4,)- P, - a,,l(A-2,)vee=P, -P r-a,l(}-2,)- P” (a,,

-4,)1(A,-4,) denklemler Pw ve P, , paraniezine alimnca 6 = P - (1- (a, - A,) | (11-112)) tP,, (a,)(A-4,)v
e=P ,(a, )l (A-4,)+P,, (1-(a,,-4,)](A,-2,))elde & vee sabitlerinin tfadeler: edilir

" a,,-a,,ft4a,, a,, =0 doumuign
foe 7; sabitleri bilindiginden, dogrudan Denklem III ve Denklem IV te yerlerine koyularak ¢iiziimii & ve & sabitlerinin ifadeleri
AP, ,+@A+1)-6=a, P, ta,, P, ved P, +(A+1)-e=a, P, +a,, P, olwakdogrudan elde edili. &

12 20 , , : , ,

vesmbztlm denklemlerde(,l + 1) 5— a,,"P,,-4,"P, +a’2'P2’0;(/l2+ )-e=a,, P, ta,, P, -4-P,,;

(/1+1) 6=P,  (a,,-1,)+a,, ”,(,1 +1) e=P 10" @ TPy (a,,- A )ve =P, (a, -A)](A,+1)+
zo 12/(/\ +I)’ . . . . .

e=P ,a, | (A+1])+P, (a,,-2)] A+ 1)islemleri sonucunda yalmz buakimigs ve ifadelert diizenlenmis olarak elde

edilmg olur

Y (a,,-a,,ft+4a,, a,, <0duumuign
P ve p sabitlert bilindiginden, dogrudan Denklem I ve Denklem IV te yerlerine k(y}ulamk ¢iiziimii O ve & sabitlerinin ifadelert
g P,tz-6=a,, P, ta, P, g P +ze=a, P +a,, P, oaak dogmdan elde edilir. 6 ve ¢ sabitler:
denklemlerdez 5=a” P ,g P,ta, P ;z-¢=a, P ta,, P, -g P,
2:6=P , (a,,-g+*a, P, ,ze=P a, +P,,; (a“ g)ve(S P, (a”g)/z+P20a / z,

£=P, a,lz+P, (a,,-g)lzisenln sonumnda yalmz burakilmag ve ifadelert diizenlenmus olarak elde edzlmz; olur:
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Denklem A.33, Denklem A.20°de yerine koyulup (Denklem A.34) diizenlenince (Denklem
A.35) homojen ¢ozumler elde edilir.

Py (t)nomoren
Py (©)nomoren

Py (t)romojen _

Py(t)womosen

Eger (“1,1 —azz)z +4 i, a,; >0 ise
a1~ M ay, ) ( ( _01,1—/12) —ay, )
(P1,o %o, + Py -5 exp(dy - t) + Py (1 nh + Py I A exp(A; - t)

, 2= A @2 — Ay
(P1,0'3111,12+P2,0' Azlz_l ) exp(; - t)"‘(Pw -1 A + Py (1 ,11_12) “exp(d; - 1)

- 2 .
Eger (ay, —ay,) +4- a1, @y, =0 ise

P a1,1_)l1 Q12
10 exp(dy )+ (P L+l 'H:’z,o'}L 1 “trexp(d;-t)
2

-h
Pyg-exp(dy - t)+(P10 T +1+P20 /1 T )-t-exp(lz-t)

Eger ((Im - az'z) +4- Q12071 <0 ise

=
exp(g-t)-(Pl'o-cos(z-t)+(P1'0- 1'12 g + Pyt z) sin(z - t))

a tpp —
exP(g't)'(Pz,o'COS(Z't)+(P1,0'%+P2,0' Z'ZZ g )-sin(z-t))

(Denklem A.34)

Eger (alrl—a22)2+4-a12-a21 >0 ise

a a
Piy- ( /111 (exp(ll t) —exp(d,- t)) +exp(4,- t)) + Py 7 i,2,1 . (exp()L1 “t)—exp(d,- t))
1 1

Pio- A (exp(/11 t) —exp(4; - t)) + Py (A s e (exp(/ll t)—exp(d;- t)) +exp(Ay- t))

o 2 .
Eger (“1.1 - az,z) +4- a1, a; =0 ise

Pio- exp(/ll-t)+a1'1_/11-t-exp(lz-t) +on-£-t-exp(lz-t)
' A +1 0 A+ 1

a -1
PLO-/122411-1:-exp(/12-1:)+PZ'0 <exp(/1 t)+ A 1 t-exp(/lz-t))

2 .
Eger (“1,1 - “2,2) +4 a5 a; <0 ise

Q1 —
Pig-exp(g-t)-| cos(z-t)+

g . Q1,2 .
ssin(z-t) |+ Py - exp(g-t) sin(z-t)

az1 i a2~ 9
Py 5 exp(g-t)-sin(z-t) + Pyg-exp(g-t)-| cos(z-t) + sin(z - t)

(Denklem A.35)
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Sistemin ¢ozimu, homojen ¢éztimler ile 6zel ¢6ziimlerin lineer kombinasyonudur (Denklem

A.36)

[P l(t)HOMO]EN] _ [P 1 (t)HOMO]ENl [P1(t)OZEL

Denklem A.36
P;(t)pzEL ( )

Py(t)HomojEN - P, (t)HomoyEN

W(t) = W Olmas1 Durumu I¢in Géziim

Bu durumda, homojen olmayan kisim zamana gore sabittir ve bu nedenle 6zel ¢dztimlerin
zamana gore tiirevleri sifir olacaklarindan, 6zel ¢oztimler icin sabit fonksiyonlar denenebilir
(Denklem A.37).

[PljﬁzEL] — A1] (Denklem A.37)
P2,0zEL

Denklem 37, v Denklem1°de yerine koyulunca Denklem 39 elde edilir.

d A @11 Q127 |44 174

dt Az] T laza az,z] AZJ + leJ (Denklem A.38)
@11 @121 |44 wy

dt AZJ 2,1 az,z] AZJ + lWZJ (Denklem A.39)

Denklem A.39’un ¢o6ziimii 6zel ¢oziimleri verecektir (Denklem A.45)

11 a12
Az1 Oz 2 == WzJ (Denklem A.40)

All_ [“1,1 a1,2]_1_ Wl]

A~ lagy azp W, (Denklem A.41)
az 2 —Q12
A —dz1 Q14 W,
1] == a11 Aizy lW;J (Denklem A.42)
det ([ ’ ! D
azq, Qazo
Qzz —Q2
4 —01 @y Wy J (Denklem A.43)
4] Q11" Az — Q12" Az W,
Ay @22 _ @1,2 174
L Q1,1 Q22 — Q13" Az @y 0pp —Qyp Cpq| |
= azq a1 o (Denklem A.44)
A, ] @102 — A3 Az; Q13" Q0z2 — @13 Qg3 W,
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a;o ag o

A1 Wy +W;-

) A1 "0z — A1 Ay @19 Ay — Ay Ay

T W 21 a1 (Denklem A.45)
1" — W3-

A; Q11 " Azp — A2 Az A1 Az —@A13 Az

Denklem A.45, Denklem A.37°de yerine koyularak 6zel ¢6ziimler elde edilir.

az; X1,2

Wi a a a a + W a a a a
1,1 " @22 — Q12 A2 1,1 @22 — Q12" A2
= a4 @4 (Denklem A.46)
Wi - : - W :
P.ozEL Q11" QA2 — Q12" Azq Q11" QA2 — QA1 Az
! @z, ' 01,2 ! a1
Mg == W= A1 = — ve
011020121 (110 =@ 2°U2 1 Q110 0= 2" @21
' a1
@ 227 -ty 0
1,1' 022~ 01 2°A71

olarak tanmimlanip, Denklem 46 da yerlerine koyulduklarinda (Denklem A.47 elde edilir).

r !
Wy-ay+ W, a'y,

I !
Wita' 1 +Woray,

P, 1»(“)ZEL]

(Denklem A.47)
Pa.ozEL

Denklem A.44 ve Denklem A.20, Denklem A.36 da yerlerine koyulduklarinda Denklem A.48
elde edilir

EE{ET (a]_,l - az‘z)z + 4’ * a]_,z * aZ,l > 0 iSE
B-exp(Ay-t)+6-exp(Ay-t)+ Wy a'y; +Wyr-a'yy
yrexp(dyt) +e-exp(ly-t) + W'y +Wy-a'y,

EE{ET (al,l - azlz)z + 4’ * al,z * az‘l - 0 iSE
{ 'B ' exp(ﬂ-l ) t) +6-t: exp(lz ) t) + Wl ) a’1,1 + WZ ) a’1,2 (Denklem A.48>
y‘ exp()q t) +e&- texp(llz t) +W1 * a,2,1 +W2 'alz’z

Py(t) _
Py(t)

2 HYH
EgET (a]_’]_ - az,z) +4- al’z . az’l <0 ise
exp(g-t): (,8 ~cos(z-t)+6sin(z- t)) +Wy-d'y g+ Wy dy,
L exp(g-t) (y-cos(z-t)+e-sin(z-t))+Wi-a'z1+ Wy a'ap

B, », 0, & sabitlerinin ifadelerini belirlemek igin gerekli dort denklemin ikisi baslangig
kosullarindan diger ikisi de baglangic anindaki zamansal tiirevlerden elde edilecektir. Dort
denklemin tiiretiligi agagida verilmektedir.
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Denklem V
t=0; P, (t)=P Denklem A.49
1 1,0
P, ()= Pw
Denklem VI
t=0;P, 1t)=P Denklem A.50
2 2,0
P,0)= Pz,o

Denklem VII

dP,(t)
dt

= a1, P1(0) + ay 5 P(0) + Wy (Denklem A.51)
t=0

dp,(t)

dt =ay Pty P+ Wy (Denklem A.52)

t=0

Denklem VIII

dP(t)
dt

=0y, P1(0) +ay, - P,(0) + W,
t=0

(Denklem A.53)
dp,(t)
dt

=01 Protazy P+ W,
t=0

Denklem V ve Denklem VI'nin tiretilmeleri i¢in, Denklem A.48’de zaman yerine sifir koyularak
Denklem A.55 elde edilir. Homojen olmayan kisimlar zamana gére sabit olduklarindan, zaman
tirevinin Denklem A.29°daki ifadeleri degismeyecektir. Buna gore kurulan dort bilinmeyenli
dort denklemden olusan denklem takimi, Denklem A.56°da verilmektedir. Denklem takiminin
sabitleri i¢in ¢6zimu ise, Denklem A.57°de verilmektedir. Denklem A.57, Denklem A.48’de
yerine koyulunca Denklem A.58, Denklem A.58 dizenlenince Denklem A.59 elde edilir.

(Eger (al'l - azlz)z +4- al‘z . az'l > 0 ise
B-exp(0) +5-exp(0) +Wy-a'y; +Wy-a'y,
v exp(0) +e-exp(0) + Wy -a'p + Wy a's,

Eger (al'l - a2’2)2 +4- allz . az'l =0 ise
= B-exp(0)+6-t-exp(0)+ Wy a'y1 +We-a's, (Denklem A.54)
y-exp(0)+e-t-exp(0)+Wy-a'y; +Wy-a'y,

Eger (al,l - a2,2)2 +4- Q12 021 <0 ise
exp(0) - (B-cos(0) + & sin(0)) + Wy -a'y 1 + Wy - 'y,
L exp(0) - (v - cos(0) + £ -sin(0)) + Wy - a'21 + Wy - '
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2
rE‘ge'r (al,l - a2,2) + 4’ * al,z * az’l > 0 ise
ﬁ + 6 + W1 - a’l’l + Wz * a’l’z
y+8+W1 * alz’l +W2 * alzlz

Eger (al’l - aZ,Z)z + 4 - al’z b az’l =0 ise
=1 ﬁ =+ W1 . a’l’l =+ Wz . a’l’z
VAW alp, + Wy sy (Denklem A.55)

o 2 .
Eger (@11 —az,) +4- a5 az, <0 ise
B+Wi-a'i,+Wy-a'y,
\ v+Wia's+Wo-a's,

’(Eger (‘7‘1,1 — az'z)z +4-ayz-azq > 0 ise
B+E=Pip—W; a1 — Wy a1,
Y+re=Pro—Wyiaz1 —Wz-az>
Ai-B+Az-8=a;y3 -Pio+aiz Pzo+ W,
Ay +Az-e=az1"Pio+azz-Pyo+ W,

Eger (a1 — az'z)z +4-aj; az; =0 ise
B=Pio—Wi-a11— Wz a1, (Denklem A.56)
Y =Poo—Wyi-azs —Wz-ay
A1+ @A+ 1)-6=ay1-Pio+aiz-Pro+W;
A1rv+ A2+ 1)-e=az;-Pio+ azz Pyo+ W>

2

Eger (Ell‘l—llz‘z) +4'll1.2'122_1 < 0 ise
B=Pio—Wi-ai;—Wy -ai>
Yy=Pro—Wi-az1— Wz -az2
g-B+z-8§=ay1 Pio+aip Pro+ W,

\ g'y+z-g=uaz1"Pio+ azz Pzo+W;
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o 2 .
Eger (“1,1 - “2,2) +4 a5 az; >0 ise

a1 — A a 1+4,-a Az a
p=p, T2, p M2y 2011,y A2 @2
R P T L Py I =1 A~ 2,
2—/12 Ap-a'zy 1+2;-a'5,

[o4 a
V=P g P A W e W — e

_ . a1 — A . , 1+4;-a'y, . , Az-alys
6—P1’0 (1— A —l )+P2 +W1 (_al'l_iﬂ.l—lz )+W2 (—al,z_ll_lz)

Q12
0 A=A

AL =,

-4

— Ao 144, a
£ = P~ /1 +Pyo- (1 %)4_”,1.(_‘1:2‘1_&)JFWZ.(_‘I:Z'Z_w)

2
Eger (“1.1 - “2,2) +t4- a1z az =0 ise

Pio B=Po—Wy-a'yy— Wy a'y,
Py Y=P2,0—W1'“'21—W2'0-"22
a1 — A
8 =P, o3 + P. + W -
Lo, +1 20°7, +1 1
_ L O34 U2 — A
e=bo Tt o 3

- 2 .
Eger (“1.1 - “2,2) +4ra;, ay, <0 ise
_— . r — . r
B=Py—Way,—W,-a',
— - o
Yy=Ppo—Wy-a's —Wy a'y,

11— 9 (@1 d+g-as, g9-a,
6=P, -2 4P 1w, :
1,0 - 20" Z 2 Z
@z, @2 9 g-a'a 1+g-as,
L E=Pog——+ P + W +W;-
z z Z z
(Denklem A.57'°1718)
16 (a, -a“) +4-a,, a,, >0 duumui z;m
Denklem V ve VI du.zmlenmké' P ,-W-a'  -W,a ,-B;ie=P,-W-a', - W, a',,-p swasyla Denklem VII ve Denklem VIII'de yerine koyulunca elde
edilen A, B+ 2, (P, - W, a', - W a'\,-p=a, P, ta, P, +er/1-7;+/l-( o Way,-W,ay,-9)=a,, P, +a,, P, +W,

dmlxlemlmduzmlmtp, (/1 /1) p= Pm (a, -A)+a P +W+W Aal W, 4, a JveA-2y)y=a,, P+ P, (a,,-A,)+ W, A,
caly t Wyt Wy 4,0 dly , suasyla B ze;; sabitleri bu dmk[emlmn mltamﬂanndayalmz blrakllamkﬁ P, (a, -A?)/(AI A)+ P, ra,l(A-4,)+ W,
(1+)L a“ )/()L )\)+W (A,a' )l (A-4,)veyp =P, - a, (- A)+ o (a,,-A) 1 (A,- /\)+W (/1 a’ )/()L A)+ W, (1+2,
a'y,) 1 (A,- A)rabltler{len szfmm tfadesi elde edili: ,Bve;;tmmlm 3 P -W,-a', W al B e=P, -W, a, W a', ,- p yerlerine koyulunca;
§= P, W,-a' -W,a',-P - (a,-2)](-4,)-P,, a,,l(- )L) w,- (]+/1 a', )IA,- A) w,: ()1 a’ )/(A A)vee=P, - W,
'a'_u'I/V;fary.y'Pz.a'az,I/(Az'Az)'Pz,//'(ay,f/lz)/(/lz'/lz) W1 A4, a“)/(/ll 4,)- I/Vz (I+2, aM)/(AI Ay)rlenklemlenPw,P”,W w,
» parantezlerine ahmp 6 =P, - (1-(a,,-2,) [ (A;-2, )+ P, - a,,l(A,-2,)+ W, (-a', -(1+2A,a’, )] (A-2,)+ W, (@' ,-(A, a',)](A,- Az
Nvee=P, -a, | (A-2,)+P, (1-(a,,-2,)(A-2,)+ W, (a', -4, a', )] (A-4,) + W, (-a',,-(1+24,a',,)](4-2,)) olarak 5vee
sabitlerinin tfadeleri edilir

Y a,,-a,, )+ 4-a,,a (2,1)=0 durumu igin

Vi w); sabzllm bilmdzgznden dogrudan Denklem VII ve Denklem VIII'de yerlerine koyularak ((wmmc? z‘eembzllemzm ifadeleri

A (P W a )+(/l +1)- §—a P +a P +er/1 ( 1 2,1' ? 2,2)+(A2+1)-8=a?,l.P1,0+a2,2.P?,0+W2
olam/: dogmdan fldffdzlzr §Ueuabzllm dmklemlerr[e(/l + I) 5= a, -A P +a y Pyt WA Wida! v Wy dra!,, A+ e=a,;-
P ,ta,, P,,-A P, +W: A a, +W+W,A- a, (/1 +1) 6=pP, (a”—/ll)+u”-P2v”+ WI(I tAal )t WoAal, A+ D)
e=P ,ca, *P, (a,-1)+W; A a, +W,: (1+/1 a'y,) ved= P”, (a, -)LI)/(A +1)+P 12! (4, +I)+W I+, a',)IA,+]1)

+WZ'(A]'Ja’”)/(/lZ+]),s=PM /()L +I)+ p(a,,-A) (A, + )+ W, - ()L a', )14, +I)+W (1+2,-a',,) ! (A,+ 1) islemleri sonucun-

da yalmz buakimug ve ifadelert diizen/mng ‘olarak elde edtlmz; olur:

Y f(a,,-a,,f+4-a,, a,,<0durumuigin

/3 ve p sabitleri bilindiginden, dogrudan Denklem VII ve Denklem VIII'de yerlerine koyularak ¢6ziimii & ve  sabitlerinin ifadeleri g - (P, ,- W,

-W, a',)+z-6=a,, P, ta,P, +Wveg:- ( o Wira'y-W,a'y,)+z-e=a, P +a,, P, olarak dogrudan elde edilir. &

vee SablﬂCl‘l dcnl\lcmlcrdcz 5= a, P /1 ‘P ,ta, P +W+W -ga' +W,ga',,ze6=a, P ta,, P, -A P +W- g-
ot W + W g a”, z:0= P (a”-)l ) +a PM+ WI~(I +g-a'u) + I/Vfg'a'm, Z'e=PM'a2)1+P210'(a2,2-A’)+ Wl~g‘a'“+

W (I+ga ,) ved =P, (a”g)/z+Pb /z+Wl-(l+g-u'“)/z+I/Vy-(g-u'“)/z,s=PM-a“/z+P“-(a22-g)/z+Wl-(g-

a, ) z+W,: (1 +g-a'y,) / z iglemleri sonucunda yalmz birakilmis ve ifadeleri diizenlenmis olarak elde edilmis olur.
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Pi(t) _
Py(t)

2
Eger (au—azz) +4 a5 a2, >0 ise

a1 =4 Q12 1440y, PSP
(Pw I + Py -7 + W -7 + W, I exp(dy-t) +
11 =4 ) @ , Ay dy, p Ayrdy,
(PLO (1 %=1, + Py -7 —+W ( @ FIE Wy —a'y, A exp(dy-t) +

Wi-a'i +Wy-ay,

021 Q24 Ay 'ys 1'|')~2'0!’22
Plo' - +P20' +W1' . +W2' p(/ll t)+
’ 11—/12 VM4 M= -4
_az,z_lz) _(_ ) _12'“’2,1) _(_ ) _1+22-a’2'2) . .
(Pw -1, /1 + Py (1 -7 +Wy |-y, =1 + Wy |-a'y -7 exp(Ay-t) +

Wialy + Wy 'y,

Eger (a1 — a3, )2 4 ayay; =0 ise
(Pw -Wi-a'yy —Wy allz) rexp(dy -t) +

-1 a 1+4-d Ma'y,
11 1 1,2 1 1,1 1
(PIO Az-l-l +P20.A +W1 /12+1 +W2 ) t: exp(lz t)+Wl lZ11+W2 a12

(Pz,o -W- ‘1’2,1 -W, 'alz,z) rexp(dy ) +
(12,2 _A’l /11'“’2'1 1+/11'a’2
2

(P L p W '2)-t-exp(/1 O +Wal, + Wya
10 /12+1 20 Az‘l'l 1 12+1 2 1 21 2 22

o 2 .
Eger (a1 —ay7) +4 @y ay; <0 ise

y

)
exp(g-t)- ((Pl,o -Wya'yy =Wy ‘1’1,2) “cos(z-t) +

Ppo—Wy-a'y =W, azz) cos(z-t) +

1+g-a o
(PI,O + PZ 0 W1 gz L + W2 ' g 2 1’2) : Sin(Z ' t)) + W1 ' a'm + W2 . a’l,z
exp(g-t)- (

a ay; - o 1+g-d
(Pl() £+P20 ZVZZ g+W1'g ZZ,1+W2' gz 22 'Sin(Z't) +W1'a’2'1+W2'a’2'2

(Denklem A.58)
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Eger (mL1 - az,z)z +h ay, ;>0 ise

-4
P G~k (Exp(ll t) —exp(l, - t))+exp(lz £) |+ Py
/11 A 2

(exp(ll t) - exp(d; - f))

Wy (% (erpCy-t) - explly 1)) + 'y - (1-exp(l, -t))) +y (ﬂ; 'flj'z (emphy-t) - explly ) + 'y (1- exp(d, .t)))

P1,n'f+1a'(€xp(ll't)-€xp(lz' ))+Pzn (l f (Exp(ll t)- Exp(lz ))+€xp(lz't))+

W, (}}10{21 (exp(dy 1) —exp(A, 1)) + 'y, (1~ exp(l, t)))+W (% (exp(, - t) —exp(d, ) + 'y, (1 —exp(}z.t)))

Eger (0’1,1 - 012,2)z +4 a0, =0ise

al,l_’ll
Py (EXP(M t)+ e

a
-t~exp(lz~t))+szU-) f1~t-exp(,lz-t)+
2

1+/11'¢1/1,1 , Moy
Pl(t)= Wll(w't'exﬂlz'f)+0!1,1'(1‘€xp(11't)) +Wy e ‘toexp(ly-t) +a'yy - (1-exp(ly 1))
P(t)

s -t-exp(lz-t))+

Py A +1 “trexp(d, )+ Py (exp(l t)+
A au 1+d -« z
/8 T texp(ly ) +atyy - (1 —exp(/ll-t)) + W, TiT “trexp(lyt) + 'y (1-exp(ly 1))

Eger (’7‘1,1 - uzlz)z thoa, e, <0ise

Py -(cas(z' 1) exp(g-t)+ a“

sm(z t)explg: t))+qu vsin(z+t) exp(gt) +

W, (% sin(z+t) exp(g-t) +a'y, - (1 - cos(z+t)- exp(g- t))) + Wy (g : :Il'z sin(z-t)  exp(g- 1) + 'y, (1-cos(z-t) - explg- r)))

-
P“,-%-sin(z-t)-exp(g-t)+PZID-(cos(z-t)-exp(g-t)+ 22 g-sin(z-t)-exp(g-t))+

ga

- gz' i sin(z-t) -exp(g-t) + 'y, (1-cos(z-t) - explg- t)))

2. sin(z-t) - exp(g-t) + 'y (1 —cos(z-t) - explg- t))) +W, (1

(Denklem A.59
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EK-B Dort Kompartmandan Daha Cok Sayida Bilesen Igeren Dogrusal Modeller
I¢in Analitik Bir C6ziim Onerisi

Abel-Ruffini teoremine gore, katsayillar matrisi 4 x 4’ten buyiik ise bu mimkin degildir.
Ancak bu galigmada, ¢6ziimlerin analitik olarak yapilmas: gerekli gorilmektedir. Bu ekte sabit
kastayili homojen olmayan ancak homojen olmayan terimi sabit olan bir dogrusal diferansiyel
denklem takimiin baglangic kosullar1 ve dig zorlayic1 etkenlerin etkilerini birbirlerinden
ayri fonksiyonlar ile ifade edebilen bir analitik ¢6ziim tiretilecektir. Burada en 6nemli kosul,
katsayilar matrisinin 6zdegerlerinin ve Ozvektorlerinin sayisal olarak hesaplanabilmesi ve
katsayilar matrisinin tersinin alinabiliyor olmasidir.

i enkiem b.
7 POlnx1 = [Aln POy 1 + Biluza (Denklem B.1)

Denklem B.1°de; Tlgilenilen problemde analiz edilen sisteme gére

n : Bilesen say1si temsil eden skaler
4], ., : D1s etkenlere verilen tepkiyi temsil eden katsayilar matrisi
[B:1,., : Etki eden dig etkenler vektori

[P, @)],., :Bagimh degisken (durum degiskeni)icin ¢6ziim vektori
t : Bagimsiz degisken

anlamindadir. Amag, Denklem B.1’in bigimi Denklem B.2’de verilen bir ¢6ziimiint elde
etmektir.

[POInx1= foas® [Poil ., + fors®  [Bilnxs (Denklem B.2)

N ————
Baslangig kosullariun etkisi ~ Dis etkenlerin etkisi

Denklem B.2°de

[P,.]1,., :t=0igin sistemin durumunu temsil eden baslangi¢ kosullar1 vektorii
Sau s () : t'nin bir fonksiyonu olarak baglangic kogullarimin sistemin durumu tizerindeki

etkisini ortaya koyan ¢arpan fonksiyonu

Jois (¥ : t'nin bir fonksiyonu olarak dig etkenlerin sistemin durumu tizerindeki etkisini
ortaya koyan c¢arpan fonksiyonu
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anlamindadir. Bu tir bir ¢éziim; iki, u¢ ve dort bilesenden olusan sistemler icin sembolik
olarak yapilabilmektedir. Ancak bes ve daha buyiik sistemler i¢in 6zdeger ve 6zvektorlerin
6zel durumlar diginda sembolik olarak elde edilememeleri nedeniyle analitik ¢6ziimler elde
edilebilmekle birlikte 6zdeger ve Ozvektorler ancak sayisal olarak hesaplanabilmekte ve bu
nedenle ¢coztimlerin sembolik olarak ifade edilmesi miimkiin olamamakla birlikte, bu ekte en
azindan denklem takimi ¢éztimlerinin sistemin baglangic kosullarinin ve dig etkenlerinin birer
fonksiyonu olarak gosterebilen bi¢cimdeki bir ¢6ziimuiniin nasil elde edilebilecegi gosterilmigtir.

B.1 Denklem Takiminin Ozdeger ve Ozvektorler Kullamilarak Gozillmesi

Amaca ulagsmak i¢in; Denklem B.l ile verilen diferansiyel denklem takimimn ¢o6zilmesi
gerekmektedir. Ilgili ¢6ztimiin ilk adimi temsil edilen ve homojen olmayan sistemin homojen
¢oztimiinun elde edilmesidir. Denklem B.1’in homojen hali ise Denklem B.3 olup

d
E [Pi(t)]nxl = [A]nxn ) [Pi(t)]nxl <Denklem B3>

¢ozimiinun bariz yapist, Denklem B.4’te verilmektedir.

NgE

[Pi®O)]nx10 = (CH,i Wil xa - fiC t)) (vDenklem B.4)

T

1
Denklem B.4’te;

[P, (], :Bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olan homojen ¢6zim

A : [A]_(n x n) matrisinin 1 indeksi 6zdegeri"

[v_¢], ., :A_iozdegerine kars1 gelen 6zvektor

fi) : A_i ve t'nin bir fonksiyonu olan homojen ¢6ztim bilegeni

Cy; : Sayisal degeri homojenlestirilmis probleme gore olugan 1 indeksli keyfi sabit

anlamindadir. ve t'nin bir fonksiyonu olan homojen ¢6ziim bileseninin bilinen genel 6zelligi
Denklem B.5’te verilmektedir.

fiA,0)=1 (Denklem B.5)

19 Eger < 4 ise analitik veya simgesel olarak belirlenebili; degilse izel durumlar haricinde ancak sayisal olarak hesaplanabilin

20

Bu fonksiyonlay, izdegerlerin gergek, karmagik ya da tekrarl olmalare durumuna gore farkl bigimlerde olacaklardu: Ayrintilar; B.2
kusmunda verimagtir:
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Bagimsiz degisken t icin tanimlanan baslangi¢ kosulu,

t=0; [P, )], . ,.,=IP,.],., (Denklem B.6)
Denklem B.5 ve C.6; Denklem B.4’te yerine koyuldugunda
n

[Po,i]nx .= Z(CH,L' 7] 1) =Cy1 Wilnx1+Chz - Walnx1+ -+ Chp - Wnlnxa
=1

(Denklem B.7)

Denklem B.7 elde edilir. olarak tamimlanirsa ?'; Denklem B.7, Denklem B.8’¢ donugtir.?
[E/I]nxn. [CH,,'],UC]: [Pg),']nxj (Denklem B8)

Denklem B.8’dogrusal bir denklem takimi olup, [E, ] = 6zdeger ve 6zvektor hesabi sonucunda
belirlemis oldugundan ve [P, ], , problemin baslangi¢ kosulu olarak tanimlanmis oldugu
i¢in bilindiginden, herhangi bir yontem ile ¢6ziilebilir ve homojen ¢6ziim icin probleme gore
olusan iindeksli keyfi sabitlerin timii belirlenmig olur. Denklem B.4’te homojen olmayan terim
ve [B], ., dikkate alindiginda, [C, ], ., yalmzca [P,

0,i ]an

bulunmadigia gore; [P,

;]
007 Anx 1
vektorinin bir fonksiyonudur (Denklem B.9).

[CH,i]nx1=f1ﬁ ([Py’,' ]nxl) (Denklem B9>

Denklem B.1'in ¢6zimi ise homojen ¢6ziim ile homojen olmayan c¢6ziimin dogrusal
kombinasyonudur (Denklem B.10).

n
[P,(O]nx1 = (Z (Cri* Widnxs fiCe t))) + [P 1 (Denklem B.10)
=1
Bu denklemde,
C,, : Sayisal degeri probleme gore olusan 1 indeksli keyfi sabit

[P, @®],.,»r : Denklem B.1’in 6zel ¢6zimu

anlamindadi. Homojen olmayan terim, bagimsiz degiskene gore sabit oldugundan bu

terimin etkisi ile ilgili ¢oziimiin ifadesinin bagimsiz degiskene gore tiirevi de sifira egit olacaktir
(Denklem B.11).

d
it [Po,i]nxl_P =0 (Denklem B.11)

2V Bu tamum, lineer cebirde izuzay olarak bilinmektedir
22 2?:1(Cﬂ.i - [Vi]nxl) = 2?:1([171]1”5 1" CH,i) = [vilnx v Walnx 1 Wnlnxal - [CH,i]

[Ealnxn

nx1
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Ote yandan, 6zel ¢ziim, Denklem B.1’1 saglamaldir (Denklem B.12).

d
E [Pi,O]nx 1,P = [A]nxn ) [Po'i]nx 1,p + [Bi]nx 1 (Denklem B.1 2)

Denklem B.11 ve Denklem B.12’den elde edilen Denklem B.13 elde edilir.

d
dt [Pi,o]nx 1P [Alnxn- [Po,i]nxl',, +[Bilnz1=0 (Denklem B.13)

Denklem B.13 diizenlenince dogrusal bir denklem takimi olan Denklem B.14 elde edilir.
[A]nxn ' [Po'i]nx 1P = _[Bi]nx 1 (Denklem B. 14)

Denklem B.14’tn iki tarafi katsayillar matrisinin tersi ile carpilirsa; 6zel ¢dziim, , homojen
olmayan terimin bir vektor fonksiyonu olarak elde edilir.

[Po,i]nx P —inv([Al xn) * [Bilnx1 (Denklem B.15)

Ifadesinden de anlagilabilecegi gibi, 6zel ¢6ztim [P,

ﬂ,i]nxl

ve [B,], ., dikkate ahndiginda, [C,.,

1, yalnizca

[B;], ., vektoriniin bir fonksiyonudur. Denklem B.15%in sag tarafi, Denklem B.10’da yerine
koyulunca, Denklem B.16 elde edilir.

n

[P(t)]nxl = (Z (CT,i ) [vi]nx 1° fi(ﬂ-ir t))) - inv([A]nxn) : [Bi]nxl (Denklem B 16)
i=1

C'; keyfi sabitlerini elde etmek i¢in baslangi¢ kosulu, Denklem B.16’da yerine koyuldugunda

Denklem B.17 elde edilir.

[Pol, ., = (Z(C” : [vi]nxl)) — inv([Alpxn) * [Bilnx1 (Denklem B.17)
i=1

olarak tanimlanip Denklem B.17°de yerine koyulunca Denklem B.18, Denklem B.18

diizenlenince Denklem B.19 elde edilir.

[Pi,O]nx 1= [Ealnxn- [CT,i]nx 1~ inv([Alyxn) * [Bilnxs (Denklem B.18)

[EA]nxn ' [CT,L'] = [PO,i]"x 1 + im’([A]nxn) ' [Bi]nx 1 (Denklem B. 19)

nx1l

Dogrusal bir denklem takimi olan Denklem B.19 ¢6ztliince keyfi sabitleri elde edilecektir.
Burada dikkat edilmesi gereken; keyfi sabitlerinin yalmzca ve dikkate ahndiginda, yalmzca
bagimsiz degiskene gore baslangi¢c kosullarmi temsil eden vektériintn bir fonksiyonu olan
(Denklem B.9) sabitlerinden farkhi olarak hem vektériiniin hem de homojen olmayan bilegeni
temsil eden vektoriinin fonksiyonu olmasidir (Denklem B.20).
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[CT,i] = fT,i ([Po,i]nx 1 [B]nx 1) (Denklem B.20)

nx1

Denklem B.8 ve C.19 diizenlenince, sirasiyla
[PO,i] = [EA]nxn : [CH,i]

[Po,i]

(Denklem B.21)

nx1 nx1l

= [Exlnxn- [CT.i]nx 1= inv([Alnxn) - [Bilnxs (Denklem B.22)

nxil

Denklem B.21 ve Denklem B.22 elde edilmektedir. Hem Denklem B.21 hem de Denklem
B.22’nin sol taraflar1 baslangic kosulunu temsil eden vektortine ve bu nedenle birbirlerine esit
olduklari i¢in, sag taraflar1 da birbirlerine esitlenebilir ve bu islem sonucunda Denklem B.23

elde edilir.
[Ell]nxn ) [CT'i]nxl - [Eﬂ]nxn' [CH'i]nxl = mv([A]nxn) ' [Bi]nxl (Denklem B.23)

Denklem B.23 duzenlenerek Denklem B.26 elde edilir.

[EA]nxn ' ([CT,i]nx 1 [CH’i]nxl) = inv([A]nxn) ' [Bi]nxl (Denklem B.24)

im0 (Eduan) Bl ([Crd] .~ [Cai, ) Denklem B.25
= inv([Ezln xn) - inv ([l xn) - [Bilnxs
[CT,i]nx = [CH,;']M L= inv([Exlnxn) - inv([Alp ) * [Bilnx1 (Denklem B.26)
Denklem B.26%a yakindan bakildiginda
[CT,i]nx . - [CH,i]nx . =iv([Elnxn)  inv([Alnxn)  [Bilnxa

Fa([Alnxn)
fT,i([Pi,O]nx p[Blnx 1) fH,i([Pi,o]nx 1) fB([:]J:IT:c T

[C,.1,.,-[C,.1, ., farckmn, [P, ]  vel[B,] _, vektorleri dikkate alininca, yalnizea [B, ]
, vektoriine bagh bir fonksiyon oldugu anlagiimaktacir. Bu durum, Denklem B.27 ve Denklem
B.28 ile temsil edilmigtir.

[Cral, ., [Cuil ., =[Cpil ., = fe(Bilnx1) (Denklem B.27)

[Cril, o = [Cuil, ., +[Cri]_ (Denklem B.28)

nx1
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Denklem B.28’in sag tarafi Denklem B.10°da yerine koyulup diizenlenince Denklem B.31
elde edilir.

n

[Pi(t)]nx 1= Z ((CH,L' + CP,i) ) [vi]nx 1° fi(’li' t)) + [Pi(t)]nx 1,P (Denklem B29>

i=1

n

[Pi®)]nx1= Z (CH,i [idnx1 iAo t) + Cpi- Wilnxt 'fi(/li't)) +[Pi(®)lnx1p (Denklem B.30)

=1
Pi@®)]nx1 = Z (CH.i ‘ilnxa - fiCR t)) + Z (CP,J'. ‘wilnx fih t)) (Denklem B.31)
ERTIGI N -

Denklem B.1’in 6zel ¢6ziimii olan Denklem B.15’in sag tarafi Denklem B.31 de yerine koyulup
duzenlenince Denklem B.32 elde edilir.

n

Pilzs = D (et Cus i) + ) (Wdnxs Cos fi@uD)) = inv((Al g ) - Bl rs

i=1
(Denklem B.32)

[v,1,.,veinv([4], , ); sirasiyla Denklem B.33 ve Denklem B.34’te verilmektedir.

Uy
Vai
[v,] —_ : (Denklem B.33)
Vilnx1 =
Un—1,i
Un,i
i A 0 Oypg Ap 771
az1 azz  OGzp-1 ayn
inv([Al, ) =] Pk : : (Denklem B.34)
Ap-11 Op-12 = Qp-1n-1 OGn-1n
an1 (1) o Apn—1 (%)

Denklem B.33 ve Denklem B.34in sag taraflar, Denklem B.32’de yerlerine koyulup
diizenlendiklerinde Denklem B.36,
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n vl,i
Va,i
[Pi(t)]nxl = ! CH.i ! fiai' t) |+
N D
vn—l,i SH,i
i ‘U .
= w (Denklem B.35)
n Vy,i Qg1 (%) Ay n—1 ayy 7t
V2,i a1 (¥) An-1 an
“Cps fi(Apt) ; : “[Bilnxs
NSt
Un—l,i Sp an—l,l an—l,z an—l,n—l an—l,n
i=1 Un,i Qn,1 QAn,2 o Ann-1 Ann
n vl,i
UZ,:
[Pi(t)]nxi = : ' SH,L' +
vn—lz
i=1 Un,i
Denklem B.36
n V1, a11 ai,2 A1,n-1 ayn 77t ( )
V2,i aza azz azn-1 azn
: . SP,i — : : : :
Vn—1, An-11 On-12 An-1n-1 An-1n
i=1 vn,i an,l an,z an,n—l an,n
) [Bi]nx 1

Denklem B.36°deki toplam ifadelerinin agilmastyla Denklem B.37 ve Denklem B.38 elde edilir.

1'72 i
Vn— 1,i
Un,

V11 V1,2 Vin-1 VUin
Vz 1 Uz 2 V2n-1 Uzn
= “Spat “Spat oot "Shn-1t “Shn
Un-11 Vn-1,2 Vn-1n-1 Vn-1n
vn 1 vn 2 vn,n—l vn,n
Vig " Sya + Vo1 Suat o+ Vin 1 Sun-1+ Vin Sun
V31" Shat Va2 Suzt o+ Von 1 Sun-1+ V20 Sun

Vn_11 " SH1 T Vn-12 " Su2 "+ Vn_1n1"Sun-1F Vn-1n"Sun
L Vni* SH,l + Un2* SH,Z + -+ Vnn-1" SH,n + Unn* SH,n
- V11 V12 Vin-1 Vin SHa
V2,1 V2,2 V2n-1 V2n Sua
Un-11 Vn-12 Vn-1n-1 Yn-1n| [SHn-1
L vn,l Vn,z vn,n—l vn,n S Hn

(Denklem B.37)
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n Vi V11 Viz 0 Vipa Vin Spa
U2 V21 V22 v Uzpn-1 U2n Sp2
- - SP,i — : : . - - - -
Vn—1,i Vn-11 Vn-12 ** Vn-1n-1 Vn-1n| |Spn_1
i=1 Vn,i Vna VUn,2 T VUnn—1 Vnn Spn

(Denklem B.38)

Daha 6nceden de belirlenmis oldugu gibi, Denklem B.37 ve Denklem B.38 deki matris, ashinda

Denklem B.1°deki matrisinin ([4] ) 6zuzayma ([E, ] ) esittir (Denklem B.39).
V1,1 V1,2 o Vina Vin
V21 V2,2 e V2n-1 U2,n
- : =[Elnxn (Denklem B.39)
Vn-11 Vn-12 ° Vn-1n-1 Vn-1n
VUni Un,2 o VUnn-1 Unn
8y, ve Sp, terimlerine yakindan bakildiginda
SH,l
SH,Z
Spi= Gy fille)=| P |= [Spil,, ., = [Cpi- F, 0],
fPUBilnx1) Hn-1
SH,n
= fsp([Bi]nx 1 [Ai]nx 1 t)
Sua
SH,Z
SH.f = CH.i ) fi(li’ t) = H = [SHri]nx 1 = [CH-f ) fi(Ai’ t)]nx 1
Fui(Pio) Shin-1
SH,n

= fSH ([Po,i]nle [Ai]nxlr t)

[S,;1,..5 [Sp; 1, ., vektor fonksiyonlarinin yapist daha net anlasihr. Buna gore;[S,, . 1,
ba§iang1(; ko§uf1ar1 vektorinin ([P,. ], ) [Sy; 1, 1se dig etkenler vektSrintn ([Bl 1,.)
fonksiyonlaridir. Denklem B.34’tin sol tarafi ve Denklem B.37, C.38 ve C.39’un sag taraflari,
Denklem B.36°da yerlerine koyulduklarinda, Denklem B.40 elde edilmektedir.

[Pi(t)]nxl = [E/'l]nxn : [SH,i] + [E)L]nxn : [SP'i]nxl - inv([A]nxn) : [Bi]nxl

nx1

(Denklem B.40)

Bu denklemdeki ¢arpimlarin tiimiiniin matris ¢arpimu oldugu unutulmamaldir.  vektor
fonksiyonlarinin agik halleri, Denklem B.40°da yerine koyulduklarinda Denklem B.41 elde

edilir.

370



Ali Erturk

[Pi (t)]nxl = [El]nxn ' EELIJ fl(/lu t) + [El]nxn ' E“_I:,_L' ' fi(iiv t) - inv([A]nxn) ' [Bi]nxl
fH,i(Pog) nxl fe(Bilnx1) nxl

(Denklem B.41)

Denklem B.41, ¢bztimiintin ve vektorlerinin bir fonksiyonlarinin toplami oldugunu gostermekle
birlikte, kullanim agisindan Denklem B.2°deki bigim elde edilememistir. Bu amacla agagidaki
anlatilan iglemler yapilarak Denklem B.2’deki bi¢gim elde edilir.

e Adim 1: Ozvektérlerden her birinin tiim elemanlari, kendisi ile aym indekse sahip
olan sabiti ile carpilir. (6rnegin 6zdegerine karst gelen 6zvektortin el emanlarmin
timii, sabiti ile ¢arpilir) ve elde edilen stutun vektorler indeks sirasi ile yan yana
dizilerek bir matris () elde edilir (Denklem B.42). Ozvektorlere ayni iglem; sabitleri ile
de uygulanarak matrisi elde edilir (Denklem B.43).

Cyjytv1a Chz 12 Cun-1"Vin-1 Chn*Vin
Chi V21 Chz' V22 Chn-1"V2n-1 ChnVan
[EZCH]nxn = : . : :
Cui-Vn-11 Cu2-Vn-12 ** Chan-1"Vn-1n-1 Cun Vn-1n
Chi Vna Chz V2 **  Chn-1 Vnn-1 Chn " Unn
(Denklem B.42)
CP,l V11 CP,Z “V12 CP,n—l "Vin-1 CP,n "Vin
CP,l V21 CP,Z "V22 CP,n—l *Vzn-1 CP,n. "Vzn
[EACP]nx n = : : " : :
CP,l *Vn-11 CP,Z *Un-12 CP,n—l "Vn-1n-1 CP,n "Un-1n
Cpa*Vna Cp2'Vnz = Cpn-1'Vnn- Cpn* Vnn
(Denklem B.43)

ve olduguna gore; baslangic kosullar1 vektori ve dig etkenler vektoru bir kiime olarak
distintlduginde yalmizca baslangic kosullarimin, matrisi ise yalmizca dig etkenlerin bir
fonksiyonu olacaktir.

e Adim 2: Adim 1’de elde edilmig olan matrisinin her siitunu stitin numarasi ile ayni
indeksteki sistem bilegeni i¢in tanimlanmig olan baglangic kosuluna () boliinerek matrisi
elde edilir (Denklem B.44). Ayni iglem ve dig etkenler () ile yapilarak matrisi elde edilir
(Denklem B.45).
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CH,l
Pyq
Ch,1

Cra
P0,1

Cra

L Po1

P0,1

Cra

Pyq

CH,l

L Po1

Py

CH,l .

CH,l
P0,1

V11

"V21

Vn-1,1

" VUn,1

"VUn—1,1

" VUna

CH,Z
Py
Ch,2

Py,

Cuz
Po,2

Crz

Po2

CH,Z .

P 0,2

Chz
PO,Z

CH,Z .
Py o
Cp,2

PO,Z

V1,2

V22

Vn-1,2

CH,n—l v
o Vin—
P on—1
CH,n—l v
"Van—1
P, 0,n—1
CH,n—l v
"Vn—1n-1
Po,n—l
CH,n—l v
"Vnn—-1
PO.n—l
CH,n—l -
1n—1
PO,n—l
CH,n—l »
"Van-1
PO,,n—l
CH,n—l v
"Vn—1n—1
PO,n—l
CH,n—l v
"Vnn—
PO,n—l

"Vin

"Vzn

"Vn-1n

" Vnn
PO.n -

CH,TL v 1
in
Py on
CH,n v
2n
P, on
CH,n v
n—1in
P, on
CH,n »
nn
Po_n_ .

(Denklem B.45)

Bu adimda elde edilen matrisler bagimsiz degiskenin birer fonksiyonu degildir.

e Adim 3: matrisi olusturulur (Denklem B.46).

1) £, 0) fro1@nst) £, 0)
y Ay, Ap1s Ay
B e L I R
fl (2.1, t) fz (Az, t) fn_l(j-n—l: t) fn()]-n: t)
1(A'1J t) fz (AZJ t) fn_l(’ln—l’ t) fn(aw t)

* Adim 4: Denklem B.Uin 6ziumu [P;t], ;5 [P,.],,,5 [B.],.» [C,/ P, E, ], [Cp]
BE ], _ velFt] . kullanilarak yazihr (Denklem B.47)

° [Fi(t)]nxn ' [PO,i] +

nxl
xn

C
[Pi(t)]nxl = [P_HEA]
0 "n (Denklem B.47)

(78]~ @hen) Blnes - o) 80
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Denklem B.47’deki ifadest, sagindaki ve solundaki matrislerin eleman elemana carpimlar
anlaminda bir operatordiir ve ilgili carpim islemi “Hadamard ¢arpimi” olarak tanimlanmugtir.

Matris carpiminin matris toplami ile dagilma 6zelligi nedeniyle; Denklem B.47, Denklem B.48
elde edilecek sekilde diizenlenebilir.

[Pi(t)]nxi = ([%‘Z El] ° [Fi (t)]nxn) ' [Po’i]nxl +

xn

(Denklem B.48)

(([% El]nxn ° [Ff(t)]nxn) - inv([A]nxn)) *[Bilnx1

ve sirastyla Denklem B.49 ve Denklem B.50°deki gibi tanimlanip

C
foas(t) = [P—}:EA] o [Fi(Dlnxn (Denklem B.49)

nxn

C
fos®© = ([28] o IFi@lnen) - no(lale ) (Denklem B.50)

nxn

sag taraflar1 Denklem B.48’de yerlerine koyulunca, Denklem B.51 elde edilir.

[Pi(®)]nx1 = fpas(t)* [Po,i]n“ + fois(t) * Biln x1 (Denklem B.51)
Denklem B.51’nin; Denklem B.2 ile ayni oldugu gériilmektedir.
B.2 Fonksiyonlarinin Elde Edilmesi

fonksiyonlari; 6zdegerlere baghdir. Bu fonksiyonlar standart yiiksek matematik kitaplarinda
asagidaki gibi verilemtedir:

e Gergek ve tekrarh (¢ok katli) olmayan 6zdegerler () igin Denklem B.52 ile verilmektedir.
froei (A t) = exp(A; - 1) (Denklem B.52)

Bu durumda, eger n, adet gergek ve tekrarh (gok kath) olmayan 6zdeger varsa, n, adet
fonksiyonu olacaktir.

e Gergek ve tekrarl (cok kath koke bagl) 6zdegerler () icin, tekrar indeksi olmak tizere

tekrar sayist () kadar fonksiyonu (Denklem B.53) olacak ve bu fonksiyonu olacak ve bu
fonksiyonlar toplanacaktir (Denklem B.54). n, tekrarlanan gergek 6zdegerlerin sayisichr.
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frre,ix(Arg,jt) =t - exp(Agg - t) (Denklem B.53)

k51

frrea (Agr1,t) = Z tha™1 ) - exp(Agps - t)
Ka=1
kSZ

t) = (Z tkz_l - exp(/lRR_z - t)

kz=1

fRRE2 (/IRR,Z’

ksj (Denklem B.54)

frre,j(Arrjr t) = (Z tkimt | - exp(Agg,j * t)

kj=1

ksp,

JRRE N> (ARR,nz’ t) = Z tfn2"1 |- exp (ARR.ﬂz “t)
Krp=1

e Iki karmagik eglenik 6zdeger olmasi ( ve ) durumunda ise, iki fonksiyon ( ve ) elde
edilecektir. n, tekrarlanmayan karmagik 6zdegerlerin sayisidir.

fecp1m(@m, B, £) = exp(@p, - t) - cos(By, - t) — exp(ap, - t) - sin(By, - t) (Denklem B.55)

fecp2m@m Bms ) = exp(ay, * t) - coS (B * t) + exp(an, * ) * sin(By, * ) (Denklem B.56)

o Iki karmagik eslenik tekrarli 6zdeger olmasi ( and ) durumunda ise, tekrar indeksi
olmak tizere her biri tekrar sayisi () kadar fonksiyon igeren ve bicimleri (Denklem
B.57 ve Denklem B.58’de verilen) iki fonksiyon grubu elde edilecek ve bu fonksiyonlar
toplanacaktir (Denklem B.59 ve Denklem B.60). n, tekrarlanan eslenik karmagik
Ozdeger sayisidir.
frecep (aR,pJ Brp» t) =
tSp~1 . (exp(aR_p t) - cos(Brp - t) — exp(agy, - t) (Denklem B.57)

- sin(Brp - t))
fRCCE,z,p (aR,pr ﬁR,p’ t) =

tSp~1. (exp(aR,p -t) -cos(Brp - t) + exp(agyp -t) (Denklem B.58)
- sin(Bryp - t))
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fRCCEu(“R vhrut =( exp “R1 CUS 5121 ) exp(aRll-t)-sin( R,1't))

exp (g -t) - cos(Bgp - t) — exp(aR,p-t)-sin(ﬂR,p-t))

keeny

exp o:Rm * CoS ,BRM )—exp(ozR_m1 -t) ' sin(ﬁR,m-t))

kecy
fRCCE12(0-’Rz ﬂRz t)= (Z £52” ) exp 0-’Rz ' cos 5}22 ) exp(aRlz-t)-sin( R,Z't))

(Denklem B.59)

(exp(o:R1 t) - cos(Bgy  t) + exp(ag,  t) - sin le-t))

fRCCE,1,1(“R,1.ﬁR,1, t) = (Z ts171

§1=1

k1662
frecea2 (“R,z.ﬁR,Z, t) = (Z to21 (exp(ﬂ-’R 2 t) ' cos ( R2" t) + 6’XP(O-’R,Z ' f) ' sin( R2" f))

frcce1p (R Bry t)

(exp(aR ns ' t) €0S(Ban, t) +exp(agn,  t) - sin(Ban, - t))

]
—_
=
a
o
L 3
<
KN
\__/ S~ — v\_’/
3
—_

R
=
=
~

(=]

(=3
—
=
=
~—

+
5

R
=
=1
~—

a

=
=
=
=1
~—

~

(Denklem B.60)
Ttum 6zdegerler dikkate alindiklarinda Denklem B.61 gegerlidir.
nz Ty
n=mn; + stj +@2'n3)+2- chcp (Denklem B.61)
7= p=
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